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Fortschritte der Gasdynamik. 
Von 
Klaus Oswatitsch, Emmendingen (Breisgau). 
Mit 8 Abbildungen. 
(Hingelangt am 25. Oktober 1947.) 


1. Hinleitung. 


Wie alle weiter entwickelten Gebiete der Naturwissen- 
schaften verlangt auch die Strémungslehre eine Aufteilung in 
Unterabschnitte, denn eine allgemeine Behandlung dieses ver- 
wickelten Gebietes erscheint unmdglich. So gelangt man durch 
Idealisierung beispielsweise zur Lehre von der Potentialstromung 
volumenbestandiger Fliissigkeiten, zur Lehre von den Grenz- 
schichten und zur Lehre von den zihen Strémungen. Die 
Gasdynamik stellt als Lehre von den Str6mungen kompressibler 
Medien nun keine solche Idealisierung dar. Im Gegenteil, sie 
ist die allgemeinste Form der Strémungslehre. 


Die allgemeinen Integralsdtze der Gasdynamik, wie der 
Impulssatz, die Kontinuitaétsbedingung und der Energiesatz, 
enthalten daher die entsprechenden Integralsatze fiir inkom- 
pressible Medien und fiir Grenzschichten als Spezialfall. Die 
Ahnlichkeitsgesetze, welche aus der allgemeinsten Form der 
fiir die Gasdynamik geltenden Differentialgleichungen gewonnen 
werden, enthalten alle wesentlichen Kennzahlen der allgemeinen 
_Strémungslehre. Lediglich einige Gebiete, welche an die typi- 
schen Eigenschaften der Fliissigkeiten gebunden sind, wie 
etwa die Strémung in offenen Gerinnen oder die Kavitation 
(Hohlraumbildung), bilden hier eine Ausnahme. 

Zu den meisten Abschnitten der Stromungslehre, wie zur 
Grenzschichtlehre, zur Turbulenz und zur Tragfltigeltheorie, 
gibt es entsprechende Abschnitte der Gasdynamik. Sie sind 
oft nur wenig behandelt. Ihre Bearbeitung erfordert meist ein 
-Beherrschen des entsprechenden Kapitels ftir inkompressible 
_Strdémung und ist auch dann meist nur in besonders einfachen 
Fallen méglich. 

Es gibt allerdings, wie wir noch sehen werden, ein Gebiet 

der Gasdynamik, das kein unmittelbares Parallelgebiet der 

Str6mungen volumenbestindiger Medien hat. Es ist die statio- 
Acta Physica Austriaca. Bd. IIT/1. 1 
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nire Uberschallstroémung. Es diirften sich sogar ahnlich wie 
fiir inkompressible Medien auch fiir sehr hohe Uberschall- 
str6mungen besondere Vereinfachungen ergeben. Grdfere Fort- 
schritte auf diesem Gebiet extremer Geschwindigkeiten sind 
allerdings noch nicht bekanntgeworden. Wir haben hier also den 
seltenen Fall, da8 der allgemeinere Str6mungstypus vor dem 
speziellen behandelt worden ist. Dies hat seinen Grund in 
dem Umstand, dafi die Entwicklung der Gasdynamik im wesent- 
lichen durch die Erfordernisse der Technik bedingt war. 

Das Anwendungsgebiet der Gasdynamik ist groB. Es ge- 
hért dazu: die gesamte Flugaerodynamik bei hohen und h6éch- 
sten Geschwindigkeiten, Stré6mungen in Warmekraftmaschinen, 
bei welchen der ArbeitsprozefS mit den starken Druckaénderungen 
auch starke Dichtefinderungen bedingt, also auch StrOémungen 
in Turbinen, Verdichtern, Rohrleitungen und die Vorgange im 
Kanonenrohr (das innerballistische Problem). Probleme des 
Warmeiiberganges und der Verbrennung, bei welchen die starken 
Temperaturunterschiede entsprechende Dichteunterschiede her- 
vorrufen. Wellenausbreitung mit grofer Amplitude, wie sie 
bei Explosionen vorkommen, schlieflich auch Probleme der 
Meteorologie, wo Dichteunterschiede durch die Schwerkraft 
und durch die unterschiedliche Temperatur der Luftmassen 
bedingt sind. 

2. Die Machsehe Zahl. 


Schon am Stromfaden eines stationér flieSenden, kom- 
pressiblen Mediums kénnen wir manches Charakteristisches 
erkennen. Vernachlaéssigen wir innere Reibung und Schwer- 
kraft, so ist nach der Eulerschen Gleichung die Zunahme der 
Geschwindigkeit w durch die Dichte » und den Abfall des 
Druckes p wie folgt gegeben: 


ow.dw=——dp. E (1) 


Ist nun die Dichte o allein Funktion des Druckes p, so lat 
sich Gl, (1) auch schreiben: 
NTS 1 dpdo 
eae wedp p- a 
Da®B wir hier die Dichte als nur abhangig vom Druck an- 
genommen haben, bedeutet nach Vernachlassigung der inneren 
Reibung keine weitere Einschrankung innerhalb des Strom- 
fadens. In einem Gas ist némlich mit der inneren Reibung 
stets auch die Warmeleitung unbedeutend. Das Gas strémt 


dann also adiabatisch, wenn nicht bei allzu grofer Hitze Warme- _ 


strahlung zu beriicksichtigen ist. Fiir die Funktion p= p(o) 
ist die Adiabate zu nehmen. Unseren Voraussetzungen ent- 
sprechen im tibrigen eine Fiille praktischer Falle. 
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Nun ist die Schallgeschwindigkeit a gleich: 


Bezeichnen wir ferner das Verhaltnis von Geschwindigkeit 
zur Ortlichen Schallgeschwindigkeit nach dem Wiener Physiker 
und Naturphilosophen Ernst Mach als Machsche Zahl M, so 

_lautet Gl. (2) schlieBlich: 
dw iro 
Wenge M26. S 
Darnach ist die relative Dichteanderung dp/p bei Unter- 
schallgeschwindigkeiten (M< 1) stets kleiner, bei Uberschall- 
;geschwindigkeiten (M>1) stets gré®er als der relative Ge- 
i schwindigkeitsabfall —dw/w. Dies ist nicht verwunderlich. 
Kleine Druckunterschiede oder kleine Druckstérungen breiten 
‘sich stets mit Schallgeschwindigkeiten aus. Druckwellen kénnen 
‘sich also in Unterschallstr6mungen nach allen Richtungen aus- 
breiten. Druckunterschiede wirken hier unmittelbar geschwin- 
‘digkeitsvermehrend. Die Dichteunterschiede sind nach Gl. (4) 
bei sehr kleinen Machschen Zahlen den Geschwindigkeits- 
unterschieden gegentiber praktisch zu vernachlissigen, das 
Gas kann hier einfach als inkompressibel angesehen werden. 
Mit zunehmender Machscher Zahl gewinnt die Dichteanderung 
an Bedeutung, doch @ndert sich qualitativ nichts, bis Uber- 
schallgeschwindigkeit erreicht wird. Dann ist die Méglichkeit 
‘zum Druckausgleich beschrankt, denn stromaufwarts ist er 
jetzt unméglich. Die Schallwellen kénnen sich stromaufwiarts 
nicht mehr bewegen. Dies hat zur Folge, dafi das Medium 
nun vorziiglich Dichteinderungen und weniger Geschwindig- 
keitsanderungen unterworfen ist. 


Bei hohen Uberschallgeschwindigkeiten schlieBlich werden 
die Geschwindigkeitsinderungen unbedeutend. Rast hier das 
Gas in einen sich verengenden Kanal, so reagiert es mit Ver- 
dichtung, wie wenn es in einem Zylinder durch einen Kolben 
zusammengedriickt wtirde. 

Die relative Druckianderung ist nach der Adiabatengleichung 
nur um das Verhiltnis der spezifischen Warmen (bei Luft von 
Zimmertemperatur etwa 1,4) gréfer als die relative Dichte- 
nderung. Die Druckunterschiede sind also bei kleiner Mach- 
scher Zahl ebenfalls klein, aber nicht ,unbedeutend*. Sie 
_vermoégen trotz ihrer Kleinheit, wesentliche Geschwindigkeits- — 
unterschiede hervorzurufen. Zur Erzeugung von Uberschall- 
geschwindigkeiten miissen allerdings auch die Druckunterschiede 
gro® sein. Ein Druckabfall auf etwa die Hilfte des Ausgangs- 
druckes beschleunigt Luft aus der Ruhe auf Schallgeschwindig- 
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keit. Zur Erzeugung von M=2 ist bereits ein Abfall auf 
12°/, des ,Ruhedruckes“ erforderlich! 

Die Breite eines Stromfadens ist durch das Produkt pW, 
der Stromdichte, gegeben. In der Nahe von M=0 ist die 
Dichtefinderung unbedeutend, die Stromdichte nimmt hier wie 
die Geschwindigkeit w zu. Mit zunehmender Machscher Zahl 
hat die Dichteabnahme stets wachsenden Einflu8, die Strom- 
dichte wichst weniger und fndert sich bei Schallgeschwindig- 
keit schlieBlich tiberhaupt nicht mit der Geschwindigkeit. Denn 
die relative Dichteabnahme ist nun der relativen Geschwindig- 
keitszunahme gleich geworden. Bei Uberschallgeschwindigkeit 
fallt die Stromdichte mit der Geschwindigkeit (Abb. 2). 
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Wellentront Geschwindigkeit 
Abb. 1. Stehende Welle und Abb. 2. Stromdichte in Abhingigkeit von 
Machscher Winkel. der Geschwindigkeit. 


Da der Stromfadenquerschnitt verkehrt proportional zur 
Stromdichte ist, wird die Unterschallstromung zwar in einer 
konvergenten, die Uberschallstr6mung aber in einer divergenten 
Diise beschleunigt. Wieder sehen wir, dafi sich eine Uber- 
schallstromung in einem sich verengenden Kanal unter Ver- 
dichtung des Gases verzégert. Zur Erzeugung von Uberschall- 
geschwindigkeiten ist also neben einem starken Druckabfall 
ein konvergent-divergenter Kanal, eine Diise mit einer engsten 


Stelle, eine sog. Lavaldiise, nétig. Ein Loch in einer Wand_ 


kann als Grenzfall einer solchen Diise angesehen werden. 
Durch ein Loch in einem Vakuumkessel strémt Luft gerade 
mit Schallgeschwindigkeit. Sie strémt mit Unterschallgeschwin- 
digkeit an und bildet im Kessel einen Freistrah! von Uber- 
schallgeschwindigkeit. Dabei kann die Luft im Kessel bei 
héchstem Vacuum eine Maximalgeschwindigkeit nicht iiber- 
schreiten, bei welcher sich ihr gesamter Wiarmeinhalt in kine- 
tische Energie der Translation verwandelt hat. 


Bereits an der einfachen Lavaldtise, die vom schwedischen 


Ingenieur de Laval fiir Zwecke des Turbinenbaues entwickelt — 


wurde, konnten wir den Einflu8 der Machschen Zahi studieren. 


Wir wollen unsere Betrachtungen nun auf eine Strémungsebene 
ausdehnen. 
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Es handle sich zuniichst um eine Uberschallparallelstrémung, 
in welche, durch eine kleine Stérung hervorgerufen, eine Schall- 
-welle hereingelaufen sei. Diese kann wohl quer zur Stroémung 

laufen, nicht aber stromaufwarts. Ist die Normalkomponente 
‘der Stromungsgeschwindigkeit auf die Schallwellenfront gleich 
‘der Schallgeschwindigkeit (Abb. 1), so bleibt die Schallwelle 
jin der Strémung stehen. Solche stehenden Schallwellen gehen 
‘von allen in einer Uberschallstr6mung befindlichen kleinen 
iStorkérpern aus. Ihr Winkel mit der Anstrémrichtung, der 
»Machsche Winkel“, ist durch folgende Gleichung gegeben: 


WD EStnce— 7s 


Oder, ausgedriickt durch die Machsche Zahl M: 


: 1 

sets 
sin & =F. (5) 
Diese Gleichung gilt nicht nur fiir ebene, sondern auch 
fiir achsensymmetrische Strémungen, nicht nur fiir Parallel- 
sstrOmungen, sondern auch fiir beliebig geformte Uberschall- 
‘strOmungen. « bedeutet dann eben den Winkel zwischen 
‘Schallwellenfront und 6rtlicher Str6mungsrichtung und M die 
\Ortliche Machsche Zahl. Nur muf der Drucksprung in der 
‘Storwelle klein sein, da sich Wellen grofer Amplitude nicht 
mit Schall-, sondern mit Uberschallgeschwindigkeit bewegen. 
Gl. (5) gilt zumindest in gréferer Entfernung vom Ko6rper 
‘auch fiir die Kopfwelle und Schwanzwelle von Geschossen. 
_Ernst Mach hat die in Interferometer- oder Schlierenaufnahmen 
‘zu beobachtende Geschofkopfwelle als erster als stehende 
‘Schallwelle gedeutet, worauf die Bezeichnung der fiir die Gas- 
idynamik so bedeutungsvollen ,Machschen Zahl“ zurtickgeht. 


3. Die stationiire Unterschallstrémung ohne Reibung. 


‘Wir haben bereits gesehen, daf die Unterschallstromung 
‘der Strémung volumenbestiandiger Medien qualitativ ahnlich 
‘ist. Bei der ersteren ist allerdings jede Geschwindigkeits- 
‘vermehrung mit einer Dichteverminderung verkniipft. Kine 
beschleunigte Str6mung entspricht darnach einer dichtebestan- 
digen Str6mung mit kontinuierlicher Quellenverteilung. Die 
verzégerte Strémung mit Dichteinderung kommt einer konti- 
nuierlichen Senkenverteilung im dichtebestaéndigen Strémungs- 
feld gleich. | vis 
Die Yoraussetzung der Drehungsfreiheit erlaubt die EKin- 
fiihrung eines Geschwindigkeitspotentials. Dieses erfiillt bei 
ebener Strémung fiir das inkompressible Medium die Laplace- 
‘sche Differentialgleichung. Schafft man alle von der Dichte-- 


| 
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veriinderlichkeit herrtihrenden Ausdriicke auf die rechte Glei- 
chungsseite, so bilden sie die Quellen- und Senkenbelegung 
einer Poissonschen Gleichung, die die Potentialfunktion des 
kompressiblen Mediums erfiillt. Die Quellenverteilung selbst 
la8t sich dabei durch die Ableitungen der Potentialfunktion 
ausdrticken. 


Es ist nun folgende Iteration méglich: Man nimmt zunachst 
die Lésung fiir ein volumenbestandiges Medium, also die Losung 
der Laplaceschen Gleichung. Diese setzt man als erste Naherung 
fiir die Quellenbelegung auf der rechten Gleichungsseite der 
Poissonschen Gleichung ein und lést nun diese fiir die vorgege- 
benen Randbedingungen. Die gewonnene Lésung kann nun als 
zweite Naherung fiir die rechte Gleichungsseite verwendet werden 
und so fort. Es ist gezeigt, dafsi dieses von Rayleigh und 
Jantzen eingefiihrte Verfahren nur bei Unterschallstromung 
konvergiert. Der Rechenaufwand wichst mit jedem Schritt 
stark an. Mehrere Iterationen sind daher nur bei einfachsten 
Beispielen méglich. 

Ersetzt man die kontinuierliche Quellenverteilung durch 
eine beschrankte Zahl von Punktquellen, so Jaft sich der 
Rechenaufwand verringern. Insbesondere steigt er dann nicht 
mehr mit der Zahl der Iterationsschritte. Doch werden die 
Grenzen auch dieses Iterationsverfahrens durch die Schall- 
geschwindigkeit gegeben sein. 


Kine andere, nach Prandtl und Glauert benannte Naherugn 
besteht darin, da man die Stromdichte als lineare Funktion 
der Geschwindigkeit ansetzt, was ja fiir “=O, also die dichte- 
bestandige Strdmung, zutrifft. Man n&hert die Stromdichte- 
Kurve im Punkte der AnstrOmgeschwindigkeit durch ihre Tan- 
gente (Abb. 2). Natiirlich kann diese Naherung nur fiir eine 
nicht zu stark gestdrte Parallelstr6mung richtig sein. Durch 
eine affine Verzerrung der Koordinate quer zur Anstrémrichtung 
und der Geschwindigkeitskomponente in Anstrémrichtung ge- 
langt man bei ebener Strémung wieder zu einer Laplaceschen 
Gleichung. Aus Abb. 2 geht hervor, daB die Naherung um so 
schlechter sein wird, je mehr man sich der Schallgeschwindig- 
keit nahert. : 

Iteriert man ahnlich dem Rayleigh-Jantzen-Verfahren mit 
der Prandti-Naherung als Ausgangslésung, so erhalt man schlief- 
lich das Iterationsverfahren von Prand#l. Auch hier kann man 


die Quellenbelegung in einer Anzahl von Punkten konzen- — 
trieren. 


Die Prandtl-Glauert-Analogie wird ihrer Einfachheit halber am 
haufigsten bentitzt. Sie 1a48t auch noch am ehesten Verbesserungen ~ 
zu. Beispielsweise erhalt man verschiedene Resultate, je nach- 
dem man die Analogie auf die Potentialfunktion oder Strom- 
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| funktion anwendet. Durch Mittelung zwischen diesen Lésungen 
j erreicht man eine bessere Naherung der wirklichen Strémung. 
} Nach Tschapligin kann man mit Vorteil die Adiabatengleichung, 
} welche die Funktion p (p) gibt, durch eine Gerade approximieren. 
_Dies entspricht einem Gas, das die maximale Stromdichte bei 
j:der maximalen Geschwindigkeit erreicht. Der gleiche Autor ~ 
} fiihrte auch bereits Potential- und Stromlinien anstatt der ge- 
wohnlichen kartesischen Koordinaten als unabhingige Verinder- 
liche ein. Auf diesen beiden letztgenannten Wegen wurden 
}.in den letzten Jahren auch verbesserte Formeln fiir die Druck- 
j verteilung an Koérpern gewonnen. Die Erfahrung zeigt, da8 
j:alle diese Korrekturen der Prandtischen Regel gute Ergebnisse 
bis an die Schallgeschwindigkeit heran liefern. 

Der achsensymmetrische Fall ist stets etwas schwieriger 
zu behandeln als der ebene Fall. Dies ist aber nicht durch 
die Dichteveranderlichkeit, sondern durch die Achsensymmetrie 
bedingt. Schon fiir konstante Dichte erfiillt das Geschwindig- 
keitspotential fiir Achsensymmetrie nicht mehr die Laplacesche 
Gleichung. Der physikalische Grund ist der, daf in der Um- 
gebung der Achse eine verschwindend kleine Menge flieft, 
welche die weitere Umgebung nur unbedeutend zu beeinflussen 
vermag. 

Von den raumlichen Strémungen wird am meisten die 
Tragfltigelstr6mung interessieren. Auch die Prandtlsche Trag- 
fliigeltheorie laBt sich im Rahmen der Prandtischen Regel tiber- 
tragen. 

Dieser Uberblick, in dem wir nur einen Teil der einfachsten 
Methoden anfiihrten, mag gezeigt haben, dai die Lésungsver- 
fahren jenen fiir die dichtebestandige Stré6mung stark 4hneln. 
Die BeeinfluBbarkeit der gesamten Unterschallstr6mung durch 
eine irgendwo auftretende Stérung 4ufert sich mathematisch 
eben in der Tatsache, daf§ die beschreibende Differentialglei- 
chung, wie die Laplacesche Differentialgleichung selbst, von 
elliptischem Typus ist. 


4. Die stationire Uberschallstrémung ohne Reibung. 


In einer Uberschallstrémung vermag, wie wir bereits ge- 
sehen haben, ein K6rper lediglich das Gebiet hinter seiner 
Kopfwelle zu beeinflussen. Handelt es sich um stetige Zustands- 
‘Anderungen, so la®t sich die Strémung aus einer sehr grofen 
Zahl kleiner Stérungen aufbauen. Die Kopfwellen oder Stor- 
-wellen gehorchen dann iiberall Gl. (5), man nennt sie Machsche 
‘Linien. In Abb. 3 kénnen die Endpunkte des Kurvenstiickes C 
die Punkte innerhalb des dreieckf6rmigen Gebietes nicht beein- 
flussen, weil diese vor den ,.Kopfwellen* der Endpunkte liegen. 
‘Insbesondere hiingt der Zustand im Punkte P lediglich von den 
| 
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Zustinden auf dem Kurvenstiick C ab, und nicht von den Zu- 
stinden auf einer etwa méglichen Fortsetzung von Cozbis 
Vorgabe der Geschwindigkeitsverteilung auf diesem Kurven- 
stiick muB also ausreichen, um die Geschwindigkeit nach GréBe 
und Richtung in P zu berechnen. 


Dieses Verhalten hat kein Aquivalent bei der stationdaren 
Unterschallstrémung. Es weist auf einen nicht analytischen 
Charakter der in Frage kommenden Funktionen hin. Kine 
analytische Funktion ist ja durch Vorgabe ihrer Werte auf 
einer endlichen Strecke véllig bestimmt. D. h., wir kénnen die 
Werte der Verteilungsfunktion aufSerhalb von C nicht andern, 
ohne die Werte auf C und hiermit in P mitzuandern. Die 
stationire Uberschallstrémung entspricht vielmehr einem be- 
kannten instationiiren Problem, namlich jenem der Wellenaus- 
breitung. Bei dieser ist das Feld vor der heranlaufenden Welle 
ebenfalls unberiihrt von dem, was hinter der sich fortbewegenden 
Welle vorgeht. Mathematisch driickt sich das Verhalten der 
stationiren Uberschallstr6mung darin aus, dai die beschrei- 
bende Differentialgleichung oder die Differentialgleichungen 
hyperbolischen Charakter haben. Damit haben sie den Typus 
der Wellengleichung. 


Um die Berechnungsmethoden fiir die stationaére ebene 
oder achsensymmetrische Uberschallstrémung zu_ skizzieren, 
gehen wir nochmals auf Abb. 1 oder 3 zuriick. Wir legen die 


Koordinaten der hydrodynamischen Gleichungen — etwa der 
Kontinuititsbedingung und der £uler-Gleichungen, welche nur 
erste Ableitungen linear enthalten — so, daf} eine Richtung 


die Machsche Linie in einem Punkte tangiert, die andere normal 
von ihr wegftihrt. Nun sind aber die Zustaénde auf der Mach- 
schen Linie und hiermit auch die Ableitungen langs dieser 
unberiihrt davon, was vor der Welle geschieht. D. h. aber, daf 
die Differentialgleichung, auf die genannte Richtung transformiert, 
lediglich Ableitungen langs der Machschen Linie enthalt. 


Den Wellenfronten kommen also ganz ausgezeichnete 
Eigenschaften zu. Man bezeichnet sie als ,charakteristische 
Grundkurven* und die darauf aufgebauten Rechenverfahren 
als Charakteristikenmethoden. Ein hyperbolisches Gleichungs- 
system hat zwei Scharen von charakteristischen Grundkurven, 
die im Falle der Uberschallstr6mung tiberall die Richtung der 
beiden, von einem beliebig angebrachten kleinen Stérkorper 
ausgehenden Machschen Linien haben. Es ist nicht vorteilhaft, 
erst ein Potential oder eine Stromfunktion einzufiihren und 
hiermit eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zu haben. 


Man reduziert méglichst auf zwei lineare Differentialgleichungen — 


erster Ordnung und fiihrt die Machschen Linien als Koordinaten 
ein. Damit hat man dann sofort ein System, von welchem 


a 
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jede der beiden Gleichungen nur Ableitungen in je einer einzigen 
-Richtung enthilt. 
| Fiir gentigend kleine Abstinde kann die durch den Punkt P 
und das Kurvenstiick C gebildete Figur (Abb. 3) als Dreieck 
—angesehen werden. Die Zustaénde — etwa Betrag und Richtung 
_ der Geschwindigkeit — seien in den Endpunkten von C gegeben. 
Es 1a8t sich zeigen, daB mit dem Geschwindigkeitsbetrag auch 
die Schallgeschwindigkeit bekannt ist. Dann ist auch die 
_Machsche Zahl und mit Gl. (5) die Richtung der Machschen 
Linien gegeben, womit der Punkt P festgelegt ist. Die auf die 
Machschen Linien als Koordinaten gebrachten_Differentialglei- 
_chungen, als Differenzengleichungen geschrieben, enthalten als 
Unbekannte lediglich die beiden Zustandsgréfen in P. Der 
Abstand von P zu den Endpunkten von C kann ja einfach der 
Abb. 3 entnommen und hiermit der Zustand in P leicht berech- 
net werden. 
In den einfachsten Fallen ist das beschreibende Differen- 
tialgleichungssystem nicht nur linear, sondern sogar linear- 
homogen. In diesem Fall, etwa der ebenen adiabatischen, 


Pp a Linien 
C 


/Tach sche Linien 


a == Fae eae 

Stromrichtung Stromrichtung 

Abb. 3. Einflufzonen bei Uber- Abb. 4. Schrittweise Berechnung 
stro6mung. im Gitterpunktverfahren. 


stationiren Uberschallstrémung, fallt der Abstand von P zu 
dem Endpunkte von C aus den Gleichungen heraus. Gerade 
ftir die ebene Uberschallstr6mung wurde das erste Charakteri- 
stikenverfahren von Prandtl und Busemann entwickelt. Es 
wurden dabei die Strémungszustaénde in kleinen Feldern als 
konstant angesehen (Felderverfahren). Doch ist in allen jenen 
Fallen, in welchen Abstaénde vorkommen, das hier geschilderte 
Gitterpunktverfahren vorzuziehen und in den einfachsten Fallen 
dem Felderverfahren mindestens gleichwertig. 

Ist der Zustand in einer Anzahl von Punkten, etwa im 
Anstrémgebiet, bekannt, so kann also schrittweise aus zwei 
-Punkten stets ein neuer berechnet werden (Abb. 4). Die Be- 
-dingungen an Wanden oder freien Strahlrandern bieten keine 
Schwierigkeiten und sollen hier nicht weiter studiert werden. 
‘Typisch fiir die Methode ist es, daf’ die gesuchten Punkte 
nicht direkt, sondern indirekt durch ihre Lage auf bestimmten 
Machschen Linien vorgegeben sind. Ein Vorteil aller Charak-— 
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teristikenmethoden besteht darin, daB die Kérperberandungen 
nicht analytisch, sondern einfach durch eine Kurve auf dem 
Zeichenbrett vorgegeben sein mtissen. Auf diesem wird das 
Verfahren vorwiegend konstruktiv durchgefiihrt. Ein Nachteil 
der nicht analytisch gegebenen Resultate besteht allerdings 
darin, daB die Abhangigkeit von gewissen Parametern — etwa 
der Machschen Zahl der Anstrémung im Unendlichen — nicht 
formelmafig gegeben wird. 

Fiir einfache Falle, wie die Umstromung flacher Profile 
oder schlanker Rotationskérper, lassen sich allerdings oft sehr 
einfache Formeln angeben. 

Auch gewisse raumliche Uberschallstromungen wurden 
bereits untersucht. Man wahlte dabei mdglichst Aufgaben, 
bei welchen man mit zwei Ortskoordinaten auskommt. Drei 
Ortskoordinaten verursachen besonders bei konstruktiven Ver- 
fahren schon in einfachsten Fallen groBen Aufwand. Allein die 
Darstellung der gesamten Stromung mu dann im Raume erfolgen! 


Das unter kleinem Winkel angestellte Geschof ist ofters 
behandelt. Doch erfordert die Rechnung noch viel Arbeit. Die 
Geschwindigkeitsverteilung auf dem kreisfOrmigen Rand eines 
GeschoBquerschnittes kann dabei als sinusformig angesehen 
werden. 


Auch die Strémung am Rande eines unendlich ausgedehnten 
wenig angestellten Fliigels ist fiir einige Beispiele berechnet. 
Im Raume ist der Einflu8 eines Korpers durch einen Kegel 
begrenzt, wie man am fliegenden Gescho8 leichter erkennt. 
Wird ein Fliigel nun unter einem Winkel abgeschnitten (Abb. 5), 


SSS 
Stromrichtung 


— 


Stromrichtung 


Abb. 5. Fliigel ohne Randeinflu$ in Abb. 6. Uberschall-Kegel- 
Uberschallstrémung. Strémung. 


der iiberall gréBer ist als der Machsche Winkel, so herrscht 
in jedem Lingsschnitt des Fliigels der Zustand der ebenen : 

Strémung um diesen Schnitt, da sich das Abschneiden strom- 
aufwirts nicht bemerkbar-machen kann. 
_ Man hat im tibrigen bei diesen Problemen vielfach wieder — 

elliptischen Charakter. Die Strémung um einen unendlich 
langen, beliebig geformten Kegel (Abb. 6) hangt z. B. nur von : 
a 


| 
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‘den zwei Winkeln des raiumlichen Polarkoordinatensystems mit 
der Kegelspitze als Zentrum ab. Auf Strahlen sind die Zustiinde 
_konstant. Daher ist es in diesem Falle nicht mehr moglich, zu 
‘sagen, daf} ein stromabwirts gelegener Punkt stromaufwirts 
inicht mehr zu wirken vermag. Dies scheint zuniichst tiber- 
-raschend. Laft man aber beim allgemeinen Wellenausbreitungs- 
|problem bei Unterschallstr6mung in der Ebene das instationire 
'Glied weg, so bleibt ebenfalls eine elliptische Differentialglei- 
‘chung tibrig. Schnitte von Hyperboloiden kénnen auch Ellipsen 
i ot wiahrend ein Schnitt eines Ellipsoides nie eine Hyperbel 
; gibt. 


5. Die stationiire Strémung im Schallbereich. 


Nachdem wir in zwei Abschnitten von Fortschritten sprechen 
‘konnten, wird nun von Schwierigkeiten die Rede sein, oder 
— optimistischer ausgedrtickt — von einem Gebiet, von welchem 
man sich noch Erfolge erhoffen kann. Die grundsatzliche Ver- 
schiedenheit von stationarer Unter- und Uberschallstrémung 
laBt ja fiir eine gemischte Str6mung wenig Gutes erwarten. 
Wir beschranken uns auf zwei unabhingige Veranderliche. 
Zwischen dem bisher behandelten elliptischen Typus_ der 
Unterschallstromung und dem hyperbolischen Typus der Uber- 
schallstrémung steht der parabolische Typus der Schallstrémung. 
‘Seine Higenschaften sind schon von den Problemen der ge- 
~wohnlichen Warmeleitung und von der Grenzschichtstrémung 
_her weitgehend bekannt. Er hat aber fiir unseren Problemkreis 
‘nur untergeordnete Bedeutung, da er nur auf einer Linie, der 
‘Schallisotache, auftritt. Beiderseits dieser Kurve sind die Glei- 
‘chungen elliptisch oder hyperbolisch abhangig von der jeweiligen 
_Machschen Zahl, also abhangig im wesentlichen von der Ge- 
-schwindigkeit. Das bedeutet, daf das Differentialgleichungs- 
‘system mit den Ortskoordinaten als unabhiangige Veranderliche 
‘fiir schallnahe Str6mung in den Geschwindigkeitskomponenten 
~wesentlich nicht linear ist. Die Geschwindigkeit taucht nicht 
nur in den Ableitungen, sondern auch in deren Koeffizienten 
-auf, und kann dort auch nicht naherungsweise als konstant 
-angesehen werden. Auf diesem Gebiet haben die Mathematiker 
‘noch wenig vorgearbeitet. Die Behandlung der Probleme ist 
hier auferordentlich schwierig, da sich Lésungen nicht mehr 
‘superponieren lassen. 
| Die einfachsten exakten Lésungen bieten nicht viel Inter- 
essantes. Nach Einfiihren von Polarkoordinaten kann man die 
Lésungen suchen, welche etwa nur vom Radius, nicht aber 
vom Koordinatenwinkel abhingen. Man erhalt so die Unter- 
‘and Uberschall-Quellstrémung. Es gibt einen kleinsten Kreis, 
innerhalb dessen keine Lésung existiert. Es ist der Kreis, auf” 


| 


ly 
| 
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welchem die maximale Stromdichte, also die Schallgeschwindig- 
keit (Abb. 2), herrscht. Hine Lésung gibt aufserhalb dieses 
Kreises radiale Uberschall-, die andere radiale Unterschall- 
stromung. 

Der Potentialwirbel zeigt dieselbe Geschwindigkeitsvertei- 
lung fiir inkompressible wie fiir kompressible Stromung, weil 
er in beiden Fallen aus derselben Gleichung fiir die Drehungs- 
freiheit abgeleitet wird. Die kompressible Strémung zeigt auch 
hier einen inneren Kreis als-Grenze der Strémung, die nun 
durch die Maximalgeschwindigkeit gegeben ist. Weiter draufen 
herrscht Schallgeschwindigkeit auf einem Kreis. Da dieser nun 
aber Stromlinie ist, fiihrt auch bei dieser Losung keine Strom- 
linie tiber die Machsche Zahl M=1 hinweg. 

Im Uberschallbereich gibt es eine Lésung, deren Werte 
lediglich vom polaren Winkel, nicht aber vom Radius abhangen, 
die Prandtl-Meyer-Expansion. Sie beginnt erst bei der Schall- 
geschwindigkeit, spielt allerdings fiir die Uberschallstromung 
eine grofe Rolle. 


Nach Tschapligin und Molenbroek fiihrt man mit Vorteil 
die Geschwindigkeitskomponenten als unabhingige Verander- 
liche ein. Man kommt so zu einem wirklich linearen Glei- 
chungssystem, in welchem sich nun Lésungen superponieren 
lassen, etwa die Quelle und der Potentialwirbel. Dabei kénnen 
nun natiirlich nur solche Geschwindigkeiten auftreten, welche 
nach Betrag und Richtung in allen Ausgangslésungen enthalten 
sind. Immerhin gewinnt man auf diese Weise neue Lésungen, 
welche iiber die Schallgrenze hinwegfiihren. Irgendwo im Uber- 
schallbereich wird dann in der Regel eine Grenze_erreicht, 
iiber die hinweg sich die Strémung nicht fortsetzen 1aBt. 


Dies kann uns aber schon bei sehr einfachen Aufgaben 
passieren. Schreiben wir an einer Stelle einer sich weiter stark 
verengenden Diise eine hohe Unterschallgeschwindigkeit vor, 
so wird die maximale Stromdichte (M=1) an einer Stelle 
erreicht, an welcher sich die Diise noch weiter verengt. Wie 
bei der Schallquelle, die durch Umkehrung der Geschwindigkeit 
auch als Senke angesehen werden kann, hat die Stromung 
dort mathematisch ihr Ende. 


Das Vorschreiben von Geschwindigkeit erweist sich wohl 
fiir die rechnerische Behandlung als sehr praktisch, im Versuch 
hingegen werden im allgemeinen Drucke oder allenfalls Durch- 
fluBmengen vorgegeben. Danach erscheinen die erwahnten 
Grenzlinien eher mathematisch als physikalisch interessant. 

Die Superposition der~Lésungen im Geschwindigkeitsplan 
(Hodographen) fiihrte bisher nie zu einer Strémung, welche 


das Geschwindigkeitsfeld in der Nahe eines Kérpers, etwa eines ~ 


Tragfliigelprofils, darstellt. An diesem bilden sich bei Anstro- — 


i 
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mung mit hoher Machscher Zahl (etwa ab M=— 0,80) lokale Uber- 
sschallgebiete aus. Es werden ja gerade an den Rindern stets 
die hdchsten Geschwindigkeiten erreicht. Gerade aber das 
(Umstré6mungsproblem eines, wenn auch sehr schlanken Profils 
jist fiir die ktinftig erwarteten Fluggeschwindigkeiten von aufer- 
cordentlicher Bedeutung. 


Die Randbedingungen im Hodographen einzufiihren, fiihrt 
pzu grofen Schwierigkeiten. Da eine Geschwindigkeit niehrmals 
iin der Strémungsebene erreicht wird, tiberdeckt die Loésung 
eden Hodographen ebenfalls mehrfach. 

Strémungen in Diisen lassen sich mit Niherungsmethoden 
eeinigermafien beherrschen. Fiir die Umstrémungen schlanker 
[Profile kennt man Ahnlichkeitsgesetze, mit deren Hilfe man 
werschieden dicke Profile bei verschiedenen Machschen Zahlen 
wwergleichen kann. Insbesondere weif§ man, daf} die Unter- und 
berdrucke bei Anstr6mung mit Schallgeschwindigkeit der 
!Potenz 2/3 des Dickenverhiltnisses proportional sind. 


Das ungeléste Problem des lokalen Uberschallgebietes in 
eder Unterschallstromung hat sein Gegenstiick im ungeldsten 
Problem der lokalen Unterschallgebiete, welche gern in Uber- 
eschallstr6mungen unmittelbar hinter der Kopfwelle am K6rper 
éauftreten. Stets sind die sich nach allen Richtungen auswirkenden 
Unterschallstr6mungen und Uberschallgebiete mit ihren  be- 
kgrenzten Einflu8zonen aneinanderzufiigen. 


6. Verdichtungssté6e und Strémungsverluste. 


Da sich Str6mungen mit hoher Geschwindigkeit praktisch 
immer auch bei hohen Reynolds-Zahlen abspielen, spielt innere 
‘Reibung nur in einer schmalen Grenzschicht nahe am Korper, 
iin welcher die Geschwindigkeit sehr rasch auf 0 abfallt, eine 
Rolle. Wir erwahnten ja schon, daf die stetige Strémung in 
{Stromfiiden praktisch adiabatisch erfolgt. Der Schluf aber, 
‘da die Strémung bis nahe an den Korper heran deshalb als 
;adiabatisch und verlustlos angesehen werden koénnte, wire 
ifalsch. 

In Uberschallstr6mungen treten namlich unstetige Verdich- 
‘tungen auf, die sogenannten Verdichtungsst6Be oder Stofwellen, 
‘welche mit Entropieanstiegen verbunden sind. Sie entstehen an 
\K6rpern mit konkaven Knicken, insbesondere an den Geschof- 
\spitzen, wo die ankommende Stromlinie konkav geknickt wird. 
_Expansionsstrémungen sind in dieser Hinsicht stets harmlos, 
es zeigt sich, da bei diesen die Machschen Linien in Stro6mungs- 
richtung immer divergieren. In Kompressionsstrémungen hin- 
gegen konvergieren sie, laufen schlieSlich zusammen und_ 
ergeben die erwihnten Unstetigkeiten. 
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Es zeigt sich, da die Verluste erst mit der dritten Potenz 
des Druckanstieges wachsen. Sind die Knicke klein oder ist 
die Strémung schallnahe, so ist die Abweichung von der Adiabate 
nur gering. Verluste bedeuten nattirlich Widerstand. Dicke 
Korper und starke Anstellwinkel wird man also in der Uber- 
schallstro6mung vermeiden. 

Eine Strémung mit Verlusten ist aber im allgemeinen nicht 
mehr drehungsfrei. Nach einem Entropieanstieg hat ein Gasteil- 
chen bei einem bestimmten Druck eine verminderte Geschwindig- 
keit und eine erhOhte Temperatur. Miinden Gasteilchen weit hinter 
der Stérung in eine Parallelstromung, in der ja der Druck 
iiberall konstant sein mu, so hat das Teilchen hoherer Entropie 
geringere Geschwindigkeit. Es herrscht also Drehung, welche 
von den Entropieunterschieden quer zur Stromung abhangt. 
Jedes Gasteilchen strémt zwischen Verdichtungsstofen auBer- 
halb der Grenzschicht wohl isotropisch (adiabatisch), die En- 


tropie unterscheidet sich aber auf den einzelnen Stromlinien. — 


Selbst schwache Verdichtungsst6Be reichen weit in die 
Strémung hinaus. Da sich hinter ihnen also der Entropie- 


anstieg auf langer Strecke nur wenig andert, kann die Stromung | 


mit sehr guter Naherung als drehungsfrei angesehen werden. 
Das gilt insbesondere fiir die schallnahe Stromung. Die Verluste 
sind aber sehr wohl von Bedeutung, weil die Entropie zwar 


wenig, aber auf breiter Front ansteigt. Auch bei schlanken — 


Korpern ist daher Widerstand in UberschallstrOmung unver- 
meidlich. 

Dieselbe Bedeutung wie fiir die stationaére Strémung haben 
die Verdichtungssté8e fiir die instationire Wellenausbreitung, 
wie schon seit Riemanns klassischer Arbeit tiber Wellenaus- 
breitung bei endlicher Amplitude bekannt ist. 


%. Instationire Strémungen. 


Bei instationairen Str6mungen wird man sich in den meisten 
Fallen auf eine Ortskoordinate beschranken, um zusammen mit der 


Zeit nicht mehr als zwei unabhiangige Veranderliche zu haben. — 


Auf diese Weise lassen sich dann die Ausbreitung von ebenen 
Wellen, Zylinder- und Kugelwellen studieren. Auferdem kann 
man die Ausbreitung von Wellen beliebiger Amplitude in einem 
Kanal veranderlichen Querschnittes verfolgen, vorausgesetzt, 
daf man sich mit der Annahme konstanter Zustaénde in einem 
Kanalquerschnitt begniigt. 


._ Die Aquivalenz aller dieser Probleme mit der stationaren — 
Uberschallstr6mung, welche in der Unbeeinflu®barkeit der 
Teilchen vor der Wellenfront durch die Vorgange hinter dieser — 
begriindet ist, erlaubt eine volle Anwendung der Charakteri- — 


stikenmethoden. Dabei gestaltet sich die Rechnung fiir die 
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hadiabatische ebene Strémung besonders einfach. Das Auftreten 
won VerdichtungsstéBen ist ebensowenig wie bei der stationiren 
Jberschallstr6mung ein Hindernis fiir die Anwendung der 
fXechenverfahren. Verdichtungssté®e erhdhen lediglich den 
rvechenaufwand. 

Das Aufsteilen der Kompression, das mit einem Abflachen 

der Dilatation Hand in Hand geht, hat seinen physikalischen 
}arund in dem Umstand, da die Teilchen héheren Druckes 
mdhere Temperatur und hiermit héhere Schallgeschwindigkeit 
maben. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Stérung steigt 
also mit dem Druck. 
Bei Zylinder-. und Kugelwellen nimmt, wie energetisch gar 
micht anders méglich, die Amplitude mit zunehmendem Radius 
nib. Doch kann gezeigt werden, da® trotz dieses Effektes sich 
wede Welle zu einem Verdichtungsstof aufsteilt, am spiatestens 
nattirlich die Kugelwelle. 

In einer auf ein Zentrum zusammenlaufenden Zylinder- 
poder Kugelwelle muf die Amplitude anwachsen. In der Nihe 
lies Zentrums werden dabei ungeheure Drucke und Tempera- 
turen erreicht. Dieser Effekt findet seine praktische Verwertung 
im Hohlraumeffekt der Sprengladungen. Hier wie im Kanonen- 
rohr kann dann von einem idealen Gas gar nicht mehr die 
Rede sein. Auch durch Strahlung und Dissoziation koénnen 
lie Vorgange bedeutend beeinflu®t werden. Vielfach kennen 
wir die thermodynamischen Higenschaften der Stoffe bei diesen 
bsxtremen Temperatur- und Druckzustaéanden gar nicht. Die 
mathematische Behandlung dieser Aufgaben hingegen ist stets 
nur eine Frage des Aufwandes. Auch durch das Auftreten von 
Warmet6nungen ist den Verfahren keine Grenze gesetzt, und 
lie Bemiihungen sind lediglich auf eine Vereinfachung der 
ethoden zu richten. 

Ein besonderes Kapitel der instationaéren Strémung bilden 
llie periodischen Bewegungen. Sie spielen fiir das wichtige 
roblem der Fliigelschwingungen eine bedeutende Rolle. Man 
pegniigte sich bisher dabei mit kleinen Amplituden, beriihrte 
uso nicht eigentlich das Gebiet der Gasdynamik. Wie weit 
man mit diesen Methoden aber die Verhiltnisse im Bereich 
ler Anstr6mung mit Schallgeschwindigkeit richtig erfaBt, mtiSte 
aoch geklart werden. Daftir ware die Entwicklung von Berech- 
aungsverfahren mit zwei Ortskoordinaten und der Zeit wiin- _ 
schenswert. Doch wurde bisher auf diesem Gebiet noch keine 
Arbeit ver6ffentlicht. 


= 


8. Strémungen mit Reibung, Turbulenz. 


‘Ahigkeitsgliedern gegentiber vernachlassigt werden, kommt 


Mae « 


‘Der zahen Strémung, bei welcher die Trigheitsglieder den 


16 K. Oswatitsch: 


in der Gasdynamik der hohen Geschwindigkeiten wegen kein 
praktisches Interesse zu. Sie blieb daher bisher unbehandelt. 


Auch den laminaren Grenzschichten, deren Existenz an 
verhiltnismifig kleine Reynolds-Zahlen gekniipft ist, kommt 
fiir Gase in der Praxis untergeordnete Bedeutung Zu. In der 
Versuchstechnik spielen sie aber eine grdBere Rolle. Ferner 
sind die Probleme des Warmetiberganges bei starken Tempe- 
raturunterschieden oder bei Fliissigkeiten mit stark temperatur- 
abhingiger Zihigkeit (Ole) der Reibungsstrémung in Gasen 
stark verwandt und werden daher gerne gemeinsam mit ihnen 
behandelt. Bei den ersteren treten laminare Reibungsstromungen 
wiederholt auf. Sie sind daher bereits fiir Gase weitgehend 
behandelt. Dazu kommt, da sie der mathematischen Behand- 
lung bedeutend leichter zuginglich sind als die turbulente 
Str6mung. 


Diese ist ja schon fiir inkompressible Medien ohne Tem- — 
peraturunterschiede recht unbefriedigend behandelt. Nun kommt 
zur veranderlichen Dichte in der Gasdynamik stets auch die ~ 
unterschiedliche Temperatur hinzu. Aus Versuchen weif man, 
da®B sich die Temperaturunterschiede bei Turbulenz in einer ~ 
Schicht ausbreiten, die rund doppelt so gro ist als die 
Geschwindigkeitsgrenzschicht. Bei laminarer Stromung hingegen 
sind die beiden Schichten nahezu gleich dick, was fiir die~ 
mathematische Behandlung den turbulenten Schichten gegen- 
iiber ein bedeutender Vorteil ist. 


Auch den Grenzschichten diirften in Uberschallstromung 
besondere Eigenschaften zukommen. Von grofer Bedeutung 
bei jeder Grenzschicht ist stets die verzégerte Stromung, die 
wegen des Druckanstieges in den langsamsten Schichten nahe 
am Korper gerne zu Riickstrémungen und hiermit zur Ablosung 
der Strémung vom Korper fiihrt. Nun sind aber Verzogerungen 
bei Uberschallstromungen mit konkaven — und nicht wie bei 
Unterschallstrémungen mit konvexen — Wandformen verkntipft. 
Eine Ablésung an einer konkaven Wandform wiirde nun aber 
die Strémung noch zu einer verstarkten Umlenkung zwingen, — 
was man nicht gut erwarten kann. Tatsachlich zeigen 
zablreiche Versuche, dafi Uberschallstrémungen an konkaven 
Wanden auferordentlich starke Druckanstiege durchmachen, 
ohne daf sich eine im Zuge der Grenzschichttheorie inkom- 
pressibler Medien lingst zu vermutende Ablésung einstellt. 

Aus 4hnlichen wie den eben angefiihrten Griinden muf 
man von geringfiigigen Stérungen an ebenen Platten bereits 


deutliche Druckschwankungen erwarten. Dies scheint sich im 
Versuch zu bestitigen. . 


Wenn die Grenzschichten an K6érpern in der Regel auch 
sehr diinn sind, so ist zu berticksichtigen, daf die schallnahe 
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AStrémung gegen Verdringungswirkungen auferordentlich emp- 
rindlich ist, da die Stromdichte in der Nihe von M—1 nahezu 
kxonstant ist. Dies fiihrt zu einer gewissen Abhingigkeit der 
|Jruckverteilung auch an schlanken Profilen von der Reynolds- 
(Zahl bei schallnaher Strémung. Es hat ferner eine auf erordent- 
jiiche Empfindlichkeit der schon weitgehend behandelten turbu- 
enten RohrstrO6mung bei Schallnihe zur Folge. Bei letzterer 
sschaukelt sich der Zustand sogar auf, da alle Entropieanstiege 
Wie Strémung nur noch naher an die Schallgeschwindigkeit 
meranfiihren, sie also nur noch empfindlicher machen. 


Trotz des geringen experimentellen Aufwandes sind Ver- 
suche iiber die turbulente Durchmischung am Strahlrand fiir 
schall- und Uberschallgeschwindigkeiten noch nicht bekannt- 
yeworden. Theoretisch wurde die Aufgabe schon behandelt. 
s laft sich einsehen, daf hohe Uberschallstrémungen der 
turbulenten Durchmischung gegentiber stabiler sind als dichte- 
oestandige Strémungen. Man beobachtet auch tatsiachlich im 
Wersuch mit ansteigender Machscher Zahl abnehmende Breite 
Mer turbulenten Durchmischungszone. 


9. Strémungen mit Wirmeténung. 


Das Problem der Verbrennung und Detonation wurde schon 
sehr friih in einer Arbeit von R. Becker behandelt. Die dort 
berechneten Detonationsgeschwindigkeiten stimmen mit den 
Versuchen tiberein. Die Verbrennungsgeschwindigkeit in Gasen 
hingegen wird im wesentlichen durch chemische Vorginge 
rdiktiert und ist also nicht eigentlich ein Problem der Gasdynamik. 
Ungeklart geblieben ist bisher noch die Frage, wann die schnell 
fortschreitende, dem Verdichtungsstof verwandte Detonation 
und wann die langsam ablaufende Verbrennung eintritt. Das 
Problem ist nicht nur fiir die Sprengstofftechnik, sondern auch 
tir die Vorgiinge der Kohlenwasserstoffverbrennung im Diesel- 
und Ottomotor von Bedeutung. Einige Fortschritte auf diesem 
ebiet wurden allerdings in jiingster Zeit erzielt. 


Der gewaltige Temperatur- und Druckabfall in Lavaldiisen 
ffiihrt nicht nur bei Wasserdampf (Dampfturbinen), sondern 
rauch bei nicht entfeuchteter Luft zur Sattigung und schlieflich 
mzur Kondensation des Wasserdampfes. Dabei wird die Konden- 
ssationswirme frei, man hat es wieder mit einer Str6mung mit 
‘Wirmeténung zu tun. Der Vorgang ist fiir die Versuchstechnik 

nd fiir die Praxis aller mit Wasserdampf arbeitenden Warme- 
ikraftmaschinen von Bedeutung. Das Problem ist weitgehend 
Hbearbeitet und geklirt. Es treten sehr starke Kondensations- 
verzogerungen auf, da die Zeit fiir die Einstellung thermo- — 
»dynamischer Gleichgewichtszustande fehlt. 
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10. Anwendungen. 


Wiihrend wir die vergangenen Abschnitte in erster Linie 
den Grundlagen gewidmet und die technische Praxis vor allem 
zur Belebung der Vorstellung herangezogen haben, wollen wir 
in diesem Kapitel ausschlieflich von Anwendungen sprechen. 
Es hat zuniichst den Anschein, daB die Gasdynamik wegen 
ihrer Bedeutung fiir den Hochgeschwindigkeitsflug und fiir die 
Explosionsvorgange in erster Linie fiir die Kriegstechnik von 
Interesse ist. Zweifellos hat sie in den letzten Jahren von 
dieser Seite ihre gréSten Impulse erhalten. Von gleicher Be- 
deutung ist diese in Richtung der Thermodynamik entwickelte 
Strémungslehre fiir den Bau von Stromungs- und Warmekraft- 
maschinen. Gerade da ist sie fiir unser kleines Land von grofem 
Interesse, da wir uns in gréferem Mafe nur Forschung auf 
Gebieten werden leisten kénnen, die fiir eine exportindustrielle 
Verwertung in Frage kommen. Gestiitzt auf die grofe Zahl — 
guter Ingenieure kame aber die Entwicklung hochwertiger 
moderner Strémungs- und Warmekraftmaschinen (ahnlich wie 
in der Schweiz) sehr in Frage. 

_ Wenn der Bau von Hochgeschwindigkeitsflugzeugen fiir — 
Osterreich als kleines Land mit zuwenig Eigenbedarf wohl 
kaum in Frage kommt, so wird es dennoch erforderlich sein, 
das Wesentliche hier zu wissen, um sich sein eigenes Urteil — 
fiir die zuktinftige Entwicklung und den Bedarf unseres Landes 
zu verschaffen. Ein einziger Fehleinkauf oder ein einziger 
Verlust eines modernen Hochgeschwindigkeitspassagierflugzeu- 
ges entspriiche den Beschaftigungsunkosten von zehn Theore- 
tikern wihrend etwa einer Generation! 

Bei den Anwendungen sind vor allem zwei Gruppen von 
Bedeutung. Die eine verlangt, im Bestreben, die Geschwindig- — 
keiten zu steigern, eine Beschiftigung mit der Gasdynamik; — 
man versucht, dabei die Vorgiinge kennenzulernen und die ~ 
unvermeidlichen Verluste moéglichst herabzusetzen. Dies gilt 
fiir den Schnellflug und ahnlich fiir die Vermeidung der Deto- — 
nation zugunsten der Verbrennung. In der zweiten Gruppe : 
versucht man, durch Erzeugen dichteveranderlicher Stromungen 
starke Temperaturunterschiede zu erreichen, welche dann einen — 
guten thermodynamischen Wirkungsgrad gewihrleisten. 

In der ersten Gruppe interessiert vor allem die Stromung 
um das Tragfliigelprofil. In der reinen stationaren Unterschall- 
stromung fallt mit der Reibung jeder andere Widerstand weg. — 
Dieser kann also im wesentlichen auf den Reibungswiderstand 
reduziert werden. An der Profilnase und am Profilende herrscht — 
Uberdruck, in der Umgebung des Dickenmaximums hingegen — 
Unterdruck. Véllig anders ist die Druckverteilung in der reinen — 
Uberschallstrémung. Fiir diese bedeutet die plétzliche Umlen- 
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kung an der Profilnase (einen Vorstau gibt es hier ja nicht) 
eine Verengung des Stromfadens. Der Druck steigt hinter dem 
Werdichtungssto8 an der Profilnase sprunghaft. Die darauf- 
olgende konvexe Kriimmung des Profils gibt der Strémung 
wieder Raum, der Druck fallt, erreicht am Dickenmaximum 
lien Wert im Anstrémgebiet und fallt dann weiter bis zum 
}orofilende. Danach herrscht vor dem Dickenmaximum Uber- 
ruck, hinter dem Dickenmaximum Unterdruck (Abb. 7); es 
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Abb. 7. Typische Druckverteilung am Profil Abb. 7. Skizze zum 


bei Unter- und Uberschallstrémung. Pfeilungseffekt. 


resultiert aus dieser Druckverteilung ein Widerstand, wie wir 
hn schon energetisch erwartet haben. Berechnet wird er bisher 
stets aus den Drucken. Ks ist ftir den Hochgeschwindigkeits- 
flug von gréfter Bedeutung, den Widerstand méglichst zu redu- 
‘ieren. Tatsachlich laBt sich der Mach-Zahl-Effekt herabsetzen. 


Ziehen wir einen unendlich breiten, senkrecht angestrémten 

*Ttigel (Abb. 8) in seiner Querrichtung mit groBer Geschwindig- 
«eit, so andert sich die Druckverteilung nicht, wahrend die 
achsche Zahl der Anstr6mung nun bei Schraganblasung ge- 
steigert wird. Daraus ist zu erkennen, daf§ wir von einem 
>feilfliigel erheblich gtinstigere Resultate erwarten kénnen als 
von einem ungepfeilten Fltigel. Freilich werden in der Pfeilmitte 
ihnliche Effekte wie beim geraden Fliigel auftreten. Im ganzen 
~rgibt sich aber ein entscheidender Gewinn, so daf die zuktinf- 
tige Fltigelentwicklung sich diesen Pfeileffekt sehr zunutze 
machen wird, zumal damit noch andere Vorteile verbunden zu 
pein scheinen. 
_ In einer Warmekraftmaschine wird das Arbeitsgas erst 
mndglichst stark verdichtet, dann erhitzt und schlieflich bei 
Murch die Erwarmung erhdhtem Druck wieder expandiert. Im 
/erbrennungsmotor geschieht dies im Zylinder. In der Stré- 
mungsmaschine wird das Arbeitsgas (meist Luft) erst durch © 
< 
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einen Axial- oder Radialverdichter (Kompression), dann durch 
eine Brennkammer (Erhitzung) und schlieBlich durch eine 
Turbine (Expansion) getrieben. In einer stehenden Anlage 
resultiert die Leistung aus dem Uberschu8 an Drehmoment 
der Turbine gegentiber dem_Verdichter. Beim Strahltriebwerk 
des Flugzeuges wird die Ubergeschwindigkeit des aus der 
Turbine austretenden Strahles, welche die Aufgabe hat, den 
Verdichter anzutreiben, direkt zum Vortrieb verwendet. 

Bei héheren Uberschallgeschwindigkeiten ist die Stauwirkung 
so gro®, dafi ein richtiges Auffangen der Luft wahrend des — 
Fluges vollig einen Verdichter ersetzt. Nach Erhitzen der Luft, — 
etwa durch Verbrennung von Benzin, wird sie durch eine 
Lavaldiise einfach expandiert und beschleunigt und gibt so — 
den im Uberschallbereich vorziiglichen Lorinantrieb. Er macht 
sich den im Uberschallbereich fiir den Widerstand so ungtin- 
stigen Staueffekt zu nutze und wird uns die Méglichkeit geben, 
wahrscheinlich einst mit dreifacher Schallgeschwindigkeit und : 
noch schneller zu fliegen. Danach fehlt uns fiir diese Ge- 
schwindigkeiten keineswegs ein Antrieb. Es sind aber andere 
Schwierigkeiten zu iiberwinden. Die einen sind die im Kurven- 
flug auftretenden ungeheuren Zentrifugalkriifte, andere ergeben 
sich aus der starken Reibungserwirmung der Flugzeugober- 
fliche (bei M=83 etwa 400° C). 

Im Verdichter- und Turbinenbau findet die Gasdynamik — 
erst langsam Einlaf. Insbesondere kann man sich bei Verdich- 
tern, die fiir grofe Verdichtungsverhiltnisse jetzt mit vielen 
Stufen gebaut werden, eine bedeutende Vereinfachung erhof- — 
fen, wenn es gelingt, durch hohe Umdrehungszahlen, Uberschall-— 
strémungen und damit starke Druckanstiege auf kurze Strecken : 
zu erreichen. Entscheidende Erfolge sind hier vielleicht méglich, 
doch bisher noch nicht bekannt. 


—_ —— 


Es kommt dazu, da® in letzter Zeit auch auf dem Gebiete 
der Wirmetauscher — mit deren Hilfe Warme méglichst ver-_ 
lustlos von heiSeren Gasen auf kiihlere tibertragen werden —_ 
grofe_Fortschritte erzielt wurden. Danach scheint man erst > 
am Anfang der Entwicklung von Strémungswiarmekraftmaschinen 
zu stehen. | 

Auch die innere Ballistik scheint noch wesentlich entwicky 
lungsfaihig zu sein. Man arbeitet beim Studium des Druck- 
ausgleiches im Kanonenrohr zweckmi®ig mit massenfesten 
und nicht mit ortsfesten Koordinaten, um die Randbedingungen — 
am bewegten GeschoSboden einfach beriicksichtigen zu konnen. 
z= Die Anwendung der Strémungslehre auf die Meteorologie 
ist erst ziemlich jungen~Datums. Die fiir dieses Gebiet so 
entscheidenden Corioliskrafte bedingen bereits einen gewissen 
Schwierigkeitsgrad. Man hat daher hier bisher auf die Beriicksich- 
tigung der Dichteveranderlichkeit wenn irgendmdglich verzichtet. 
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11. SehluBwort. 


Es mag aufgefallen sein, da ich in meinen Ausfiihrungen 
cedes Zitieren von Arbeiten vermieden und das Nennen von 
utoren sehr beschrankt habe. Diese habe ich nur dann 
srwahnt, wenn ein Verfahren oder eine Erkenntnis in den 
3iichern bereits fest an einen bestimmten Namen gekniipft 
sst. Die Zahl niitzlicher Arbeit und erfolgreicher Bearbeiter 
«st so grof} geworden, daf eine gerechte Erwaihnung im Rahmen 
lilieser Ubersicht unméglich erscheint. Aufferdem sind wichtige 
rbeiten der letzten Jahre oft nur schwer zugianglich und in 
wenigen Exemplaren vorhanden. 

Wenn diese Zusammenfassung ein Bild der so bedeutungs- 
voll gewordenen Gasdynamik vermittelt hat und manchen 
ueser zu eigener Arbeit oder bei der eigenen Arbeit anregte, 
jaat sie ihren Zweck erfiillt. Ganz entscheidende Aufgaben in 
len Grundlagen, wie der Ubergang von Unterschall- zur Uber- 
tschallstr6mung, der Ubergang von Verbrennung zur Detonation, 
jarenzschichtfragen usw., sind noch ungelést. 

Die Anwendung der Gasdynamik auf die Technik mit 
hren ungezahlten grofien und kleinen Fragen hat tiberhaupt 
erst begonnen. 


Leitfiihigkeit ionisierter Luft im hochfrequenten 
Wechselfeld. 
Von 
Angelika SzéKkely. 
Physikalisches Institut der Universitit Graz. 
Mit 5 Abbildungen. 
(Eingelangt am 26. Januar 1948.) 


Einleitung. 


In einer friiheren Arbeit[1] wurden die Ergebnisse tiber 
das Ansteigen der Hochfrequenzleitfahigkeit ionisierten Argons 
bei wachsender Frequenz dargestellt. Es wurde in dieser 
Arbeit der Leitwert eines Plattenkondensators in einem Katho- 
denstrahloszillographen mit Argonfiillung bei 10-3 Torr Druck ~ 
untersucht. Die unerwarteten Resultate dieser Untersuchung 
waren die Veranlassung, die schon friiher einmal begonnenen 
und wegen ihrer Schwierigkeiten zuriickgestellten Leitfahig- 
keitsmessungen an einer Apparatur, in der die Luft in einem 
Metallgehiuse bei verschiedenen Drucken durch einen hinein- 
geschossenen Elektronenstrahl ionisiert wurde, wiederaufzu- 
nehmen. Nach zahlreichen zeitraubenden Versuchen gelang 
es, die Mefischwierigkeiten zu tiberwinden und sichere Ergeb- — 
nisse zu erhalten, tiber die im folgenden berichtet wird. 


Versuchsanordnung und MeSmethode. 


Die Apparatur wurde bereits im Jahre 1931 nach dem 
Muster der von Lehmann und Osgood [2] zur Untersuchung des ~ 
Ionisationsvermégens von Elektronenstrahlen gebauten Zusam- 
mengestellt: Ein Hochvakuumteil H, vgl. Abb. 1, in dem die™ 
Elektronen erzeugt und beschleunigt wurden (ein zylindrischer © 
Raum von 7 cm Durchmesser und 7 cm Lange), war durch > 
eine Kapillare A mit dem Metallgehause M (17 X 12 X 12 em)¥ 
verbunden. In dieses konnte ein Faradaykéfig F (Zylinder 
von 2,7 cm Durchmesser und 4 cm Hohe) mit einer Zugvor- ] 
richtung Z, die durch einen Schliff.zu bedienen war, nahe vor 
die kapillare Offnung zur Messung der Strahlstarke herab- 
gelassen werden; der Kafig hatte eine Offnung von 0,6 cm. 
4 


= als 
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pPurchmesser, die mit einer Schutzblende S versehen und mit 
iinem Drahtgitter tiberzogen war. Zur Druckregulierung war 
jas Metallgehause bei A, iiber eine Falle fiir fliissige Luft 
jind ein Kapillarrohr mit einem Vorratsgefa verbunden, in 
jcem verschiedene Drucke hergestellt wurden. Zur Druckmes- 
ung diente ein bei R, angeschlossenes verkiirztes McLeod- 


Abb. 1. Apparat zur Herstellung der Ionisation im Mefraum. 


Manometer. Das Rohr R3; war mit der Pumpleitung P ver- 
osunden. Die Gliihkathode K, die zur Erzeugung des Elektro- 
aenstrahls im Hochvakuumteil diente, wurde im Verlauf der 
oruntersuchungen wiederholt umgebaut; am besten erwies 
sich schlieBlich die Ausfiihrung nach Renninger [3]. Die EHin- 
richtung zur Wasserktihlung der Kathode ist in der Zeichnung 
weggelassen. Die Kathode war in eine Glasplatte G, gekittet, 
lie auf dem geschliffenen Rand des zylindrischen Raumes 
mnit Fett aufgedichtet wurde. Hin Messingring um die Glas- 
platte (in der Zeichnung weggelassen), in den vier Schrauben so 
nineingeschraubt waren, daf sie auf den Flansch des Rohres 
 driickten, erméglichte eine Verschiebung der Glasplatte und 
1uf diese Weise eine Zentrierung der Kathode im Hochvakuum. 
‘Als Gliihdraht diente Wolframdraht von 0,008 cm Durchmesser 
ind etwa 2 cm Linge, in zwei bis drei engen Spiralen ge- 
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wickelt. Die Spannung von 600 Volt zur Beschleunigung der 
Gliihelektronen lag zwischen der auf negativem Potential ge- 
haltenen Gliihkathode und der auf die Vorderwand des geer- 
deten Metallgehiiuses aufgeschraubten Anode A, einem vorn 
abgerundeten Messingzylinder von 0,5 em Durchmesser und 
1,7 em Linge, der axial durchbohrt war; der Durchmesser der 
Durchbohrung, durch die der Elektronenstrahl in das Metall- 
gehiuse eintrat, betrug 0,0060 cm. Ein Zentrierungszylinder B 
von 1,5 cm Durchmesser und 3 cm Lange (koaxial zu dem 
kapillar durchbohrten Anodenzylinder) war isoliert auf die 
Vorderwand des Metallgehiuses aufgeschraubt; er wurde auf 
dem Potential der Gliihkathode gehalten. Da mit hohen Strahl- 
stirken gearbeitet werden mufite, viel hoheren als den in der 
Anordnung von Lehmann und Osgood oder von Renninger 
verwendeten, erwies es sich als notwendig, die Kapillare, in 
der der Druckabfall vom Druck im Gehaiuse M zum Druck im 
Hochvakuumteil H erfolgte, zweimal quer zu durchbohren 
(Durchmesser der Durchbohrung 0,15 em), damit die durch 
den Elektronenaufprall auf die Kapillarenwand ausgetriebenen 
Gase gentigend schnell abgesaugt werden konnten; es gelang, 
durch diese Kapillare Elektronenstréme bis zu 5.10~®° A von 
ziemlich einheitlicher Geschwindigkeit hindurchzubringen. Die 
Priifung der Homogenitat des Elektronenstrahls geschah durch 
Messung des Elektronenstroms zum Faradaykiafig, wenn dieser 
an Gegenspannungen geschaltet war. 


Zur Ausfiihrung der Messungen der Leitfahigkeit der 


ionisierten Luft dienten zwei verschiedene Elektrodeneinsatze: 
entweder zwei ebene Kondensatorplatten AK’, A” (1X5 em in 
1,5 cm Entfernung), die in der Abbildung eingezeichnet sind, oder 


ee 


eine Spule aus blankem Kupferdraht (18 Windungen von 2 cm — 


Durchmesser auf einer Lange von 8 cm). Die Zufiihrungen 
dieser Elektrodeneinsditze waren in eine Glasplatte G» ein- 


gekittet, die als VerschluBplatte auf einem geschliffenen Metall- — 


ring in der Hinterwand des Metallgehauses mit Fett aufgedich- 


tet wurde. Der Elektronenstrahl durchsetzte den Plattenkonden- — 
sator in-der Mitte zwischen den Platten; in der Spule verlief — 
er axial. Der Zwischenraum zwischen Kapillarloch und Elek- — 
troden war gerade so groB, da der Faradaykafig Platz hatte. — 
Vor jeder Leitfahigkeitsmessung wurde der Kafig zur 
Feststellung der Strahlstirke herabgelassen und dann zur Er-_ 


zeugung der Jonisation hochgezogen. Meist wurde nach Aus- 
fiihrung der Leitfahigkeitsmessung die Strahlstarkenmessung 
noch einmal wiederholt. 

Die MeSimethode deckte sich im wesentlichen mit der in 


der alteren Arbeit[1] verwendeten. Zur Erzeugung der Hoch- 


frequenzspannung an den Elektrodeneinsaétzen diente ein 
Schwingungskreis, der als Resonanzkreis an einen R6dhren- 
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forregten Primiirschwingungskreis lose gekoppelt war. Bei den 
)Messungen mit dem Plattenkondensator war dieser dem Kon- 
ilensator des Resonanzkreises parallel geschaltet. Bei den 
WMessungen mit der Spule lag diese in Serie mit der Spule 
jiles Resonanzkreises. Die durch die Ionisierung des Luftinhaltes 
files Gehiiuses hervorgerufene Dampfung und Verstimmung des 
pXesonanzkreises wurde mittels eines lose angekoppelten De- 
cektorkreises festgestellt. Der bentitzte Detektor war meist ein 
jnochempfindlicher Bleiglanzdetektor, der gleichgerichtete Strom 
\vurde mit einem Spiegelgalvanometer (Empfindlichkeit 2.10-9 A 
boro Teil) gemessen. 

Die durch die Ionisierung hervorgerufene Diampfung und 
)Verstimmung des Resonanzkreises wurde in folgender Weise 
pestimmt: Zuniachst wurde bei herabgelassenem Kifig auf 
Rtesonanz eingestellt, d.h. auf maximalen Ausschlag im Detek- 
orkreis, sodann wurde der Kafig hochgezogen; durch die nun 
pintretende Jonisierung ging der Ausschlag im Detektorkreis 
curiick, es wurde am Drehplattenkondensator des Resonanz- 
reises um einen Betrag AC nachgestimmt, bis wieder maxi- 
mmaler Ausschlag vorhanden war, der aber kleiner blieb als 
ohne lIonisierung. Der Wert AC wird im folgenden als 
|,Kapazitaitsinderung* bezeichnet. Diese Verstimmung ist durch 
ilie Anderung der Dielektrizitaétskonstante der Luft unter dem 
Hinflu8 der Ionisierung hervorgerufen. Der Riickgang des 
‘esonanzausschlages wird durch die Leitfahigkeit der ionisier- 
cen Luft verursacht. Um diese quantitativ zu bestimmen, 
wurden den Elektrodeneinsatzen im Ionisationsgefaf bei ab- 
rzestellter lonisierung bekannte Vergleichswiderstinde, kiufliche 
ochohmwiderstande, die sorgfaltig geeicht wurden, parallel 
rreschaltet, und durch ein Interpolationsverfahren wurde die 
aréBe jenes Vergleichswiderstandes ermittelt, der dieselbe 
Dampfung wie die lonisierung hervorrief. In der folgenden 
Darstellung der Messungsresultate wird der reziproke Wert 
Itieses Ersatzwiderstandes kurz als Leitwert LZ fiir den Konden- 
sator, bzw. die Spule bezeichnet. 


‘Messungsschwierigkeiten. 


So wie bei den in der 4lteren Arbeit dargestellten Leit- 
wertmessungen im ionisierten Argon zeigte sich auch bei den 


‘Hohe der MefBspannungen auf den Betrag des Leitwertes. Nur 
wenn die Mefspannungen méglichst klein gehalten wurden 
sempfindlichste Einstellung des Detektors, giinstigste Ankopp- 
jung der drei Kreise, ergaben sich konstante Werte; sobald 
sine gewisse Hohe der Mefispannungen tiberschritten wurde, 
Cale der Leitwert kontinuierlich mit steigender Spannung. Bei 


in dieser Arbeit beschriebenen Messungen ein Einflu8 der 
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der Aufnahme der Strom-Spannungs-Charakteristiken, die nach 
demselben Verfahren wie in der friiheren Arbeit erfolgte, ergab 
sich, da8 diese Kurven nur im untersten Teil geradlinig verliefen, 
dann umbogen und fiir einen gewissen Spannungsbereich Sat- 
tigungscharakter und bei weiterer Steigerung der Mefispan- 
nungen ein allmahliches Abfallen zeigten. Bei den im folgen- 
den wiedergegebenen Messungsergebnissen sind als Leitwerte die 
Werte eingetragen, die fiir so kleine Mefspannungen erhalten 
wurden, daf kein EinfluB der Spannungshéhe mehr festzustel- 
len war. Das gelang aber nur bis zu Frequenzen von 5.10° 
Hertz. Bei héheren Frequenzen war es mit der verwendeten 
Anordnung nicht moéglich, die von der MeSspannung unabhan- 
gigen Grenzwerte der Leitfihigkeit festzustellen. 


Messungsresultate. 


Zuerst versuchte ich, den Einfluf des Drucks und der 
Frequenz auf den Leitwert in der Weise festzustellen, dafi ich 
die Intensitiitt des Elektronenstrahls so gut als méglich kon- 
stant hielt und eine der anderen Variablen Druck oder Frequenz 
variierte. Anderungen der Strahlstiirke wiahrend einer solchen 
Mefiserie korrigierte ich unter Zugrundelegung der Annahme, 
da8 der Leitwert der Strahlstirke proportional wiachst. Es 
stellte sich aber heraus, daf} diese Annahme falsch war, so 
daf auf diese Weise kein richtiges Bild tiber die Abhangigkeit 
des Leitwertes von Frequenz und Druck erhalten wurde. Lief 
man nimlich Frequenz und Druck konstant und 4nderte die 
Strahlstarke, so zeigte sich, daf der Leitwert keineswegs pro- 
portional der Strahlstirke zunimmt. Durch Sondenmessungen [4] 
konnte festgestellt werden, da die Dichte der freien Elektronen 
bei konstantem Druck streng proportional der Strahlstarke ist. 
Man muf also schlieBen, daB der Leitwert nicht proportional 
mit der Elektronendichte wéchst. Dieses tiberraschende Ergeb- 
nis ist aus den Abb. 2 bis 5 zu ersehen. Die Ordinaten in 
den durch a gekennzeichneten Kurven bedeuten die Leitwerte 
LZ in Obm~, in den Kurven, die durch 6 gekennzeichnet 
sind, die Kapazitaétsinderungen AC in ppF. Als Abszissen 
sind in allen Kurven die mit dem Kafig gemessenen Elektro- 
nenstrahlistaérken # in Amp. eingetragen. 

Die Abb. 2 und 3 stellen Messungen fiir den Kondensator 
bei den Drucken 0,050 und 0,060 Torr dar; die Abb. 4 und 5 
gelten fiir die Spule bei den Drucken 0,021 und 0,089 Torr. 
Die verwendeten Meffrequenzen sind in der Beschriftung 
angegeben. Die einzelnen Mefiwerte sind als Kreuze, Punkte, 
Kreise eingetragen; die ausgezogenen Kurven sind berechnete 
Kurven, die spater erklaért werden. Die nicht unbetriacht- 
liche Streuung der Mefiwerte ist durch die Fehler, denen 
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_die Einzelmessungen ausgesetzt sind, verursacht: plotzlich 
auftretende Schwankungen des Elektronenstroms und des im 
_ Detektorkreis flieSenden Stroms konnten nicht véllig vermieden 


b 


10 ae 0 = 30°3,2:10" Amp. £ a 
: ee. b SS — 
Abb. 2a, b, Leitwert und Kapazitatsinderung fir den Kondensator ei 0/050 el orn seein ee 
9 = 71.1014 sek-2; x w2 = 4,1.10!4 sek. aw 
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werden. Die Fehler in der Bestimmung der Kapazitatsanderungen 
sind besonders grof, denn bei kleinen Strahlstarken betragen 
diese nur Teile eines Grades des zur Abstimmung dienenden 


- a 
20-1.9:10-7Amp.E 


10 20-19-10 "Amp. E 
b 


Abb. 4a,b. Leitwert und Kapazititsinderung fir die Spule bei 0,021 Torr; 
w2 = 4,1.1014 sek—-2, 


Drehplattenkondensators, und bei grofen Strahlstarken, bei denen 
zwar wesentlich gréBere AC beobachtet wurden, konnte wegen 
der grofen Dampfung nur ungenau abgelesen werden. 

Die wichtigsten Ergebnisse sind die folgenden: Der Leitwert 
L wird erst bei einer gewissen Mindeststrahlstirke mefbar, 
die um so hoher liegt, je niedriger.der Druck ist; Z steigt 
dann in einem gewissen Bereich rasch mit der Strahlstirke 
an und strebt schlieBlich einem Grenzwert zu, der vom Druck 
unabhangig ist, aber mit wachsender Frequenz ganz erheblich 
steigt. Die Kapazitéatsinderung AC ist bei kleinen Drucken 
und kleinen Strahlstérken unmeBbar klein und wichst fiir 
groBere Strahlstérken ziemlich gleichmafig an. Kine Ab- 
hangigkeit des AC von der Frequenz ist wegen der starken 
Streuung der Mefwerte nicht zu erkennen. AC ist stets negativ, 
d. h. die Kapazitét des Kondensators, bzw. der Spule wird 
durch die Ionisation vergréfert. Die Grenzwerte von L werden 
im Fall der Spule erst fiir viel héhere Strahlstirken erreicht 
als im Fall des Kondensators. (Man beachte, daf in den Abb. 4 
und 5 ein gréferer Abszissenmafistab als in den Abb. 3 und 4 
verwendet ist.) 

Es ware namentlich im Fall der Spule wiinschenswert 
gewesen, die Messungen auf noch gréfere Strahlstiirken aus- 
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zudehnen, um den Grenzwert von L besser zu erkennen. Man 
konnte aber keine gréferen Strahlstirken erzeugen, weil bei 
zu starker Elektronenemission der Gliihkathode eine so heftige 
Gasentwicklung in der Kapillare 
eintrat, daf die gebildeten Gase 
nicht schnell genug weggeschafft 
wurden, und es stieg dann der 
durch die Kapillare in den Mef- 
raum eintretende Elektronenstrom 
trotz der staérkeren Heizung nicht 
weiter an, weil negative Raum- 
ladungswolken den Durchgang 
sperrten. 


Erklirung der Messungs- 
ergebnisse. 


Leitfahigkeit und Dielektrizitats- 
konstante eines ionisierten Gases 
bei den in dieser Arbeit verwen- 
deten Drucken sollten nach den 
tiblichen Vorstellungen durch die 10-49-10°7, Amp.E 
Formeln von Eccles und Salpeter[5] 7 
gegeben sein; diese Formeln 
gelten, wenn Leitfaihigkeit und Di- 
elektrizitatskonstante durch freie 
Elektronen, deren Bewegung den 
Gesetzen der kinetischen Gas- 
theorie gehorcht, verursacht wer- 
den. Im elektrischen Feld erfahren 5 10-4,9-10- "Amp. E 
die Hlektronen Zusatzgeschwindig- b 
keiten in der Feldrichtung, die Abb. 5a,b. Leitwert und Kapazitits- 
ZusammenstéBe verwandeln diese  — ‘mderuns fir die Spule bei 0,089 Torr; 
aber wieder in ungeordnete Ge- See ae see 

_ schwindigkeiten, was sich wie eine x w2=4,1,1014 sek-2, 
Reibungskraft auswirkt. Unter 
diesen Annahmen ergibt sich, da der Leitwert proportional 
der Elektronendichte wachst und mit steigender Frequenz stark 
abnimmt, ferner, daf die Kapazitaétsanderung AC (wegen der 
von der Theorie geforderten negativen Dielektrizitaétskonstante) 
positiv ist: 

Bei den hier dargestellten Messungen, genau so wie bei 
den alteren Messungen im ionisierten Argon, zeigte sich keine | 
dieser Folgerungen erfiillt. Zur Erklarung des starken Anwach- 
sens der Leitfahigkeit mit der Frequenz wurde in der Alteren 


_ Arbeit angenommen, dafi die in negativen Ionen locker an- — 


_gelagerten Elektronen durch ihre Schwingungen im Wechselfeld 


4 
a 
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die Leitfahigkeit verursachen. Es konnte die Ses, des 

(2 
B=- a 
dargestellt werden. Eine solche Formel ergibt sich in erster 
Niherung fiir quasielastisch gebundene Elektronen, die im 
Wechselfeld stark gedimpfte Schwingungen vollftihren; solche 
gebundene Elektronen verursachen auch eine Zunahme der 
Dielektrizitaétskonstante, was das Auftreten eines negativen 
Wertes der Kapazititsinderung AC erklart. Die Abhangigkeit 
der Leitfahigkeit und Dielektrizitatskonstante von der Elek- 
tronendichte konnte in der 4lteren Arbeit nicht beobachtet 
werden. Die neuen Messungen ergaben, daf die Leitfahigkeit 
nicht proportional der Elektronendichte wachst, sondern mit 
zunehmender Dichte einem Grenzwert zustrebt. Es war vor 
allem diese Erscheinung quantitativ zu erfassen. Es sei vor- 
weggenommen, dafS§ zur Darstellung der Leitwertmessungen 
ein Ansatz verwendet werden kann, der bei konstanter Elek- 
tronendichte formal gleich gebaut ist wie der in der Adlteren 
Arbeit, daf aber die dort gegebene Deutung wahrscheinlich in 
einem wesentlichen Punkt abgeindert werden muf. 

Es gelang, die in der vorliegenden Arbeit wiedergegebenen 
Beobachtungen durch folgende Formeln fiir die Leitfahigkeit A 
und die Anderung der relativen Dielektrizititskonstante Ae 
darzustellen: 


Leitwertes Z von der Frequenz © durch die Formel L= 


eae T w2 
siecas 1 i w2 (I) 
ap as et Depa 


Darin bedeutet n die Dichte der freien Elektronen, die 
nach den Sondenmessungen proportional der Strahlstirke EF 
und dem Druck p ist, so daf n—=cpE gesetzt werden kann. 
Die mie erat ce kann den Sondenmessungen entnommen 
werden. 


a ist eine Konstante, 


t ist eine dem Produkt Zp, also der Elektronendichte ver- 
kehrt proportionale Gré®e, die im Hinblick auf die spatere 
Deutung als Relaxationszeit bezeichnet werden soll. Es wurde 
also t= pE angeommen, worin 0 eine Konstante ist. 

€9 ist die Influenzkonstante. 


Leitwert Z und Kapazititsiinderung AC fiir die Beobach- 
tungen mit dem Kondensator (Plattenflache f, Dicke der leiten- 


den Schichte d) wurden mittels der Beziehungen r= 
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Be, Ae. LR in folgender Weise angesetzt: 
fRaaie eee 
1 =. Guys (II) 

1 

VOC = — ,— 

C OHSS a er = 

: f b : : 
mit K—bca~ und t= -——; R ist ein Korrekturfaktor. 
d Ep 


Die angegebene Formel fiir Z kann leicht in die Form, 
die in der dlteren Arbeit verwendet wurde, gebracht werden, 
wenn <« konstant ist, also bei konstanter Strahlstairke und 
konstantem Druck; diese Bedingungen wurden bei den 4lteren 
Messungen auch eingehalten. 

Die Bedeutung des Korrekturfaktors k kann man in fol- 
gender Weise erkennen: es bilden sich auf den Kondensator- 
platten in der ionisierten Luft, die nach den Sondenmessungen 
den Charakter eines Plasmas hat, also frei von makroskopi- 
schen Feldern ist, positive Raumladungsschichten aus, da das 
Plasmapotential, wie aus den Sondenmessungen erschlossen 
wurde, um etwa 50 Volt tiber dem Potential des geerdeten 
Metallgehauses lag; ein Punkt des Schwingungskreiises war 
mit dem Gehiuse verbunden, so dafi auch die Kondensator- 
platten im Mittel das Gehdusepotential hatten. Die Dicke der 
leitenden Schichte ist daher etwas kleiner als die tatsachliche 
Entfernung d) der Kondensatorplatten, da man die Leitfahigkeit 
der positiven Raumladungsschichten vernachlassigen kann. Fiir 
den Faktor k rechnet man unter diesen Voraussetzungen als 


2 
erste Naiherung den Wert (2) . Sollen die Formeln (II) sowohl 
die Beobachtungen von L wie die bei denselben Entladungs- 
bedingungen gemessenen Werte von AC mit den gleichen 
Werten fiir die Konstanten K und 6 darstellen, so mufi & im 
Mittel gleich 0,59 angenommen werden, woraus_ sich eine 
Schichtdicke von 0,18 em auf den Platten errechnet. Da eine 
starke Verinderlichkeit des Raumpotentials (je nach der Be- 
schaffenheit des Strahls und der Auftreffstelle in der Rtickwand 


des Gehiiuses) vorhanden war, sind geringe Anderungen von 
_ ohneweiters verstindlich. 


| 
| 
| 


Zur Wiedergabe der Beobachtungen mittels der Formeln (II) 


wurden fiir eine Me®serie bei einer bestimmten Frequenz und 


einem bestimmten Druck die Werte von K und 0 so gewahlt, 
da® eine méglichst gute Anpassung an die beobachteten L- 


Werte erfolgte. Mit einem Wert von & sehr nahe gleich dem 


oben angegebenen konnten dann auch die Beobachtungen von 
AC dargestellt werden. 


i 


32 A. Székely: 


Die ausgezogenen Kurven in den Abb. 2 bis 3 sind auf 
diese Weise berechnet. Man kann die Ubereinstimmung mit 
den Beobachtungen als befriedigend bezeichnen, wenn man die 
vielen Fehlerméglichkeiten (Schwankungen von £ und jp, 
Anderung der Strahlbeschaffenheit, Schwierigkeiten der AC- 
Messungen) bedenkt. Die zur Darstellung der ausgezogenen 
Kurven der Abb. 2 und 38 beniitzten Konstanten A und 06 
sind in der Tabelle verzeichet. Dort sind auch noch fiir einige 


Tabelle der Konstanten. 


p | w2.10-44 | .1019 BOLTS alee ie 
Torr |. sek-2 —|. Ohm—l-sek? | Torr sek are epee er 
| | 
| | 
0,039 7,1 0,99 3,84 | 
4,1 0,85 4 B8102 4 
0,050 7,1 Lice a Abb. 2 
4,1 | 1,08 | S:Goae=)) Abb. 2 
0,060 iat 106 2 9,49 Seon Abb. 3 
4,1 1,00 3437 | Abb. 3 
0,099 7,1 1429 326.) 
4,1 1,18 3,26 
| Mittel 1,06 Mittel 3,61 


andere Mefiserien mit dem Kondensator, die nicht ausfiihrlich 
dargestellt wurden, die Werte von K und 0 angegeben. Die 
Messungen wurden an verschiedenen Tagen ausgefiihrt, wes- 
wegen kleine Anderungen der Strahlbeschaffenheit unvermeid- 
lich waren. Die Streuung der Einzelwerte um die in der Tabelle 
verzeichneten Mittelwerte von K und 6 ist daher sicher nicht 
grofer, als sich durch die Versuchsfehler erkliren laft. 


Auch die Messungen mit Hilfe der in das Metallgehause — 
eingebauten Spule, die zur Kontrolle der Messungen mit dem 
Kondensator dienen sollten, lieSen sich durch die Formeln (ID) 
beschreiben (ausgezogene Kurven der Abb. 4 und 5). Es wurden 
ebenfalls fiir eine Reihe von Mefserien die Konstanten K, b, k 
ermittelt — K und 2& sind hier natiirlich nicht ohneweiters aus 
den Abmessungen berechenbar —; die K-Werte zeigten keine 
grdfere Streuung als im Fall des Kondensators, b aber schwankte 
viel staérker. Wie die Untersuchungen mit der Sonde zeigten, 
war aber gerade bei den Messungen mit der Spule eine starke 
Verianderlichkeit der Elektronentemperatur und -dichte trotz 
gleicher Werte von F£ und p festzustellen. Das Raumpotential 
lag viel héher und schwankte betrichtlich. 


Ks ist also zu untersuchen, welche physikalische Deutung 
den fiir die quantitative Beschreibung der Beobachtungen gut 
brauchbaren Formeln (I) gegeben werden kann. Es li®t sich — 
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zeigen, daf zweierlei verschiedene Annahmen zu denselben 
Formeln fiihren. 

A. Quasielastisch gebundene Ladungstriager vollfiihren stark 
gedampfte Schwingungen im hochfrequenten Wechselfeld. 

B. Elektrische Dipole, deren Achsen beim Fehlen eines 
elektrischen Feldes regellos verteilt sind, werden in die Feld- 
richtung gedreht. 

Legt man die Annahme A und die Bewegungsgleichung 
Coan Xa, 
is dient die 
+ wo? x = a zugrunde (die x-Richtung fallt mit der Richtung 


der quasielastisch gebundenen Trager in der Form 


der Feldstirke H zusammen, p ist die Di&mpfungskonstante, 
@o die Eigenfrequenz der Trager, deren Ladung ¢, Masse m 
betragt), so ergibt sich bei sehr hoher Dimpfung durch eine 
kleine Umformung der Formel (10) der dlteren Arbeit, wenn 
die Dichte der gebundenen Traiger N ist, 


A —s Ne2 0 w2 
circa m (92 ane Ww?) 2° ( 0 y 5 
ue Wo? — m2 * 
2 
sea ™ = ; Oates 
One a Paty. \2 
il a [-- = = qw2 
0 Ne? 


Setzt man t= so erhalt man 


Oe — “nm (wpe — 0) 
formal genau die Formeln (I). Im Fall wp ?))w? haben die 
GréBen tund« keine Abhangigkeit von der Frequenz. Nimmt 
man an, dafi die Higenfrequenz “, einen konstanten Wert hat 
und dafs N proportional n ist, d. h. die Dichte der gebundenen 
Elektronen proportional der Dichte der freien, so wird « konstant, 
wie es dem Experiment entspricht; die Dampfungskonstante p 
aber muf, da « der Elektronendichte verkehrt proportional 
gefunden wird, der Hlektronendichte verkehrt proportional 
wachsen. 

Die Annahme B wurde von Debye durchgerechnet [6]; fiir 


| Dipole mit dem permanenten Moment p. ergibt sich als mittleres 
Moment in der Richtung des elektrischen Feldes E der Wert 


| 


p.# mit B= a5 wenn angenommen wird, dai die Warme- 


is 


| bewegung der Dipole entsprechend der Temperatur 7 die 


Orientierung durch das Feld immer wieder stort. Fiir ein hoch- 


_ frequentes Wechselfeld Ey, e‘®! rechnet Debye als mittleres 


iwt 


, Eye : 3 
-komplexes Moment in der Feldrichtung Beaten worin t die 


Acta Physica Austriaca. Bd. III/1. 3 


7 
; 
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Relaxationszeit ist, die ein Ma fiir die Zeit darstellt, in der 
nach Aufhéren der orientierenden Kraft die vollkommene 
Unordnung durch die Warmebewegung wiederhergestellt 
wird. Daraus folgt die komplexe Dielektrizitatskonstante ©, 
SS ie | worin WN die Dichte der Dipole bedevtet. 


1-+-iwt 
Man rechnet aus ¢’ fiir \ und Ae Ausdrticke, die ebenfalls zu den 


Formeln (1) fiihren, wenn TS 5 ist und die Relaxations- 


zeit t der Elektronendichte verkehrt proportional angesetzt wird. 
Nimmt man ferner wie bei der Annahme A die Dichte N der Di- 
pole, also die Dichte der negativen Ionen, proportional der Dichte n 
der freien Elektronen an, so erkennt man, daf sich auch die An- 
nahme B zur Deutung der Messungsergebnisse heranziehen laBt. _ 


Der Annahme A kann man die in der 4lteren Arbeit 
bentitzte Modellvorstellung zugrunde legen, also die in negativen 
Ionen locker angelagerten Elektronen als die quasielastisch 
gebundenen, fiir die Erscheinungen maBgebenden Ladungstrager 
betrachten. Es ist aber kaum méglich, die durch das Experiment 
geforderte Zunahme der Dimpfung mit abnehmender Elektronen- 
dichte zu verstehen; eine Abnahme der Stofizahl der negativen 
Ionen mit geladenen Teilchen miifte doch nach den tiblichen 
Anschauungen tiber die dimpfende Wirkung der Stéfe zu einer 
Abnahme der Dampfung fiihren. 


Fiir die Annahme B laft sich eine Modellvorstellung finden, 
die weniger Schwierigkeiten bereitet. Man kann die negativen 
Ionen mit ihren locker angelagerten Elektronen als die maf- 
gebenden Dipole betrachten. Man muf sich vorstellen, dai 
durch die Anlagerung eines Elektrons das Atom, selbst wenn 
es kein permanentes elektrisches Moment besitzt, Dipolcharakter 
annimmt; die Achse des Dipols hat man sich durch das 
angelagerte Elektron hindurchgehend zu denken. Die Kraft, 
mit der das Elektron festgehalten wird, kann man in erster 
Niherung sicher als quasielastisch ansehen. In schwachen 
elektrischen Wechselfeldern — sie dtirfen nicht so stark sein, 
da®8 ein Abreifen der angelagerten Elektronen erfolgt —, bei 


einer Frequenz, die stark von der Higenfrequenz der ange- 
lagerten Elektronen abweicht, werden sie nur unmerklich in 
Schwingungen geraten, wohl aber werden die Achsen der nega- 
tiven Ionendipole in die Feldrichtung gedreht. Dieser Orien- 
tierung entgegen wirken die ,Zusammenst6fe* mit Elektrizitats-. 
tragern, d. h. die durch die unregelmaéfige Warmebewegung 
der elektrischen Trager verursachten, in ihrer Starke und Rich- 
tung schnell wechselnden Mikrofelder in der unmittelbaren 
Umgebung der Dipole, die nach dem Abschalten des richtenden 
Feldes die Orientierung nach kurzer Zeit wieder vernichten. 
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Man kann allerdings der Annahme B auch noch eine andere 
Modellvorstellung zugrunde legen, die ich vor einigen Jahren 
an anderer Stelle vorgebracht habe [7]. Nach dieser Vorstellung 
bildet sich, so wie bei der Bewegung eines elektrolytischen 
Ions im elektrischen Feld, um die relativ zu den Ionen sehr 
schnell bewegten freien Elektronen auch ohne Vorhandensein 
eines elektrischen Feldes eine unsymmetrische Ladungswolke, 
wodurch das Gas eine Art Dipolstruktur erhilt. Die beobachtete 
Abhiangigkeit der Relaxationszeit von der Elektronendichte 
konnte auch in diesem Fall dadurch erklirt werden, da man 
die Mikrofelder fiir die Desorientierung verantwortlich macht. 

Zwei Beobachtungen scheinen aber daftir zu sprechen, 
daf} die Vorstellung der negativen Ionendipole den Tatsachen 
besser gerecht wird als die Vorstellung von den Struktur- 
dipolen. 

Die eine Beobachtung betrifft das Zustandekommen eines 
Sattigungsstroms schon bei kleinen Mefspannungen. Diese 
Erscheinung findet eine ungezwungene Erklirung durch die 
Annahme, daf} die negativen Ionendipole infolge des geringen 
Gasdrucks schon in ganz schwachen Feldern eine vollstindige 
Orientierung in die Feldrichtung erfahren. Fiir die Struktur- 
dipole aber kann das nicht angenommen werden; der Voraus- 
setzung entsprechend kommen sie durch die schnelle thermische 
Bewegung der freien Elektronen zustande. In schwachen Fel- 
dern wird nur eine relativ sehr kleine Geschwindigkeitskom- 
ponente in der Feldrichtung tiberlagert, Sattigungsstrom kénnte 

hur in sehr starken Feldern flieBen. 

Die andere Beobachtung, die ich hier zur Stiitze der An- 
nahme von negativen Jonendipolen vorbringen mdéchte, betrifft 
meine Altesten Beobachtungen[8] tiber die Leitfahigkeit ioni- 
sierter Luft im negativen Glimmlicht. Diese Messungen er- 
gaben eine Bestatigung der Formeln von Eccles und Salpeter, 
wihrend die spateren Messungen andere Gesetzmafigkeiten 
zeigten. Bedenkt man, daf§ im negativen Glimmlicht ein relativ 
starkes elektrisches Feld vorhanden ist, so wird man annehmen 
diirfen, dafi es im negativen Glimmlicht gar nicht zur Bildung 
negativer Ionen kommt oder dafi sie durch das Feld sehr 
schnell wieder zerrissen werden, wodurch eine grofie Zahl 
langsamer Elektronen geschaffen wird, die eine Leitfaihigkeit 
erzeugen, die bei hohen Frequenzen schnell abnimmt. Es 
fehlen im negativen Glimmlicht die negativen Ionendipole, die 
eine grofe Leitfihigkeit bei hohen Frequenzen verursachen. 
In den feldfreien Entladungen, die ich spiater untersucht habe 
(im Argon-Plasma der mehrfach zitierten dlteren Arbeit und 
im Luftplasma der vorliegenden), sind aber zahlreiche negatiive 
Ionendipole vorhanden, da keine elektrischen Felder die Tonen 
zerreiBen. Die Leitfahigkeit bei hohen Frequenzen wird zum 

3* 
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eroBten Teil oder zur Ganze durch die Ionendipole hervor- 
gerufen, da langsame Elektronen fehlen und die vorhandenen 
schnellen wegen ihrer grofen StoSzahl pro Sekunde nur einen 
sehr geringen Beitrag zur Leitfihigkeit bei hohen Frequenzen 
beisteuern. Wiirden hingegen Strukturdipole die Leitfahigkeit 
bei hohen Frequenzen verursachen, so ware es nicht einzusehen, 
warum im negativen Glimmlicht solche Dipole fehlen. 

Es scheint mir daher am wahrscheinlichsten, daf die 
beobachteten Erscheinungen durch das Vorhandensein von nega- 
tiven Ionendipolen zustande kommen. 

Mittels der aus den Beobachtungen abgelesenen Konstanten 


K und 6b 1&8t sich aus der Beziehung K=bea! der Wert 
von « berechnen und daraus das mittlere Dipolmoment yo 
wenn eine bestimmte elektrische Feldstarke £ angenommen 


wird. Mit den in der Tabelle angegebenen Werten von A und 
b ergibt sich, wenn fiir c nach den Sondenmessungen der 


Wert 2,4.107°m-? und fiir g nach den angegebenen Abmes- 
sungen des Kondensators der Wert 22,7 m' eingesetzt wird, 
ae der Betrag 2,8.10-% =H Coul. Meter. Schatzt man 


die verwendeten MeSspannungen zu etwa 0,001 Volt, so betrug 
also E ungefaihr 10-! Volt/Meter, so da sich als mittleres 


Moment in der Feldrichtung 2,8.10-24 - ergibt und daher fiir 
die Dipollinge 1,75.10-° ay Meter. Setzt man N=10n[9], so 


erhalt man die molekulare Dimension fiir die Dipollange und 
man erkennt, daf§ schon in schwachen Feldern eine vollstandige 
Orientierung erreicht wird, wenn das Verhaltnis der Dichte 
der negativen Ionen zur Dichte der Elektronen nur den Wert 10 
besitzt. Fiir die Relaxationszeit rechnet man bei einem Druck 
von 0,05 Torr und einer Strahlstairke von 3,2.10-7 Amp. den 
Wert 2,25.10-* sek. 

Weitere Messungen der Hochfrequenzleitfahigkeit ionisierter 
Gase in feldfreien und von Feldern durchsetzten Entladungs- 
teilen, in denen durch eingebaute Sonden die freien Elektronen 
und positiven Ionen standig kontrolliert werden kénnen, werden 
dariiber entscheiden, ob die hier vorgebrachten Vorstellungen 
von dem grofen Einfluf der negativen Ionen richtig sind. 


fiir 


Zusammenfassung. 
Durch einen Elektronenstrahl von 600 eV Energie und 
einer Intensitat bis zu 3.10~° Amp. wird in verdtinnter Luft 
(Drucke bis 0,1 Torr) ein Plasma geschaffen, dessen Leitfahig-. 
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keit und Dielektrizititskonstante bei Frequenzen von 3 bis 
5.10° sek~! gemessen wurden. Im Gegensatz zu der tiblichen 
Vorstellung zeigte sich bei geniigend kleinen MefSispannungen 
eine mit wachsender Frequenz stark zunehmende Leitfahigkeit 
und eine Erhéhung der Dielektrizitaétskonstante, die nur wenig 
von der Frequenz abhingt. Bei schwacher Ionisierung sind 
Leitfahigkeit und Dielektrizitatskonstantenanderung unmerklich, 
steigen aber mit zunehmender Ionisierung stark an. Die Leit- 
fahigkeit strebt mit wachsender Ionisierung einem Grenzwert 
zu. Es werden einige mégliche Deutungen dieser Erscheinungen 
besprochen und unter diesen der Annahme einer Orientierung 
negativer Ionendipole in die Feldrichtung der Vorzug gegeben. 
Die Formeln, die fiir die Leitfahigkeit und Dielektrizititskon- 
stantenanderung, hervorgerufen durch eine solche Dipolorien- 
tierung, in elektrischen Wechselfeldern gelten, kénnen sehr 
gut zur quantitativen Darstellung der Beobachtungen dienen, 
wenn die Relaxationszeit der Ionendipole der Elektronendichte 
verkehrt proportional angenommen wird. Setzt man voraus, 
daf} die im Plasma vorhandenen, in Richtung und Stirke schnell 
wechselnden Mikrofelder der Orientierung der Dipole entgegen- 
wirken, so erscheint es verstindlich, da® bei starken Mikro- 
feldern, hohen Elektronendichten, die Relaxationszeit kurz ist. 

Die der vorliegenden Arbeit zugrunde liegenden Messungen 
wurden in den Jahren 1934 bis 1936 im physikalischen Institut 
der Universitat Graz ausgefiihrt. Der gréBte Teil’ der Apparatur 
wurde von der Notgemeinschaft Deutscher Wissenschaft zur 
Verfiigung gestellt. Fiir die Uberlassung der Institutsmittel 
und fortgesetzte wertvolle Unterstiitzung der Arbeit danke ich 
dem damaligen Institutsvorstand Prof. Dr. Hans Benndorf. Eine 
Veroffentlichung der Ergebnisse hat sich zuerst wegen eines 
Berufswechsels der Verfasserin und spater durch den Krieg, 
der ein wissenschaftliches Arbeiten an frei gewaihltem Thema 
nicht zulie8, so lange verzégert. 
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Im folgenden soll ein expliziter Ausdruck fiir die Abhingigkeit der 
kleinsten vom Ubermikroskop noch aufgelésten Objektstrecke als Funktion 
der Beschleunigungsspannung und des Maximalwertes der magnetischen 
Feldstirke im Objektiv angegeben werden, wie er aus einer strengen wellen- 
mechanischen Behandlung des Problems folgt. Ferner soll die gréfte mit 
dem Ubermikroskop erreichbare Vergréferung als Funktion der Beschleuni- 
gungsspannung und der Maximalwerte der magnetischen Feldstarken in 
Objektiv und Projektiv bestimmt werden. Weiter werde der zulissige Spiel- 
bereich der Voltgeschwindigkeit bestimmt, der noch zu einem ,unschad- 
lichen“ chromatischen Fehlerscheibchen fiihrt, das also nur einen bestimmten 
Bruchteil der berechneten Auflésungsgrenze betrigt. Schlieflich soll die 
kleinste Mikroskoplinge, welche die ,wirksame Vergréferung* gerade noch 
zu erreichen gestattet, als Funktion von Voltgeschwindigkeit und der Maximal- 
werte der magnetischen Feldstiérken in Objektiv und Projektiv ausgedrtickt 
werden. 


Das tibermikroskopische Objekt als Gegenstand der elek- 
tronenoptischen Abbildung ist durch die von den einzelnen 
Punkten desselben ausgehende Elektronenstrahlung gegeben. 


Es sei 
K (Xo; Yos “0 Bo) dF dQo, (1) 


die von dem Flachenelement dF an der Stelle x9, yo des Objekts 
pro Zeiteinheit in den Raumwinkel 


dito dy 
Yo @) 


ausgehende Elektronenzahl. , Bo und Yo = V1 — a? — Be? 
stellen dabei die Richtung der Biindelachse oder des Haupt- 
strahles des abbildenden Elektronenbiindels der Offnung dQ 
dar. Die Funktion K haben wir in einer friiheren Arbeit [1], in 
welcher wir sie erstmalig in die Elektronenoptik eingeftihrt 
haben, die ,dingseitige Strahlungscharakteristik* genannt. Fir 


dQy= 
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ein durchstrahltes Objekt ist K (xo, Yo, %o, 8) durch die Anfangs- 
bedingungen der auffallenden Elektronenbahnen (Beleuchtungs- 
bedingungen) und den Mechanismus der Wechselwirkung der 
Elektronen mit den Atomen des durchstrahlten Objekts bestimmt. 
Sie wird sich aus einer Uberlagerung der einzelnen Rutherford- 
schen Streuakte und den unelastischen Streuungen an den 
Atomen in der Objekt- und Objekttragerfolie ergeben. 

Fiir die Lésung der Schrédinger-Gleichung w (x, y, z) im 
Punkte P=.x, y,z des Bildraumes, aus welcher die Stromdichte 
der auf Bildschirm und Photoplatte auffallenden Elektronen 
bestimmt werden kann, fanden wir in der bereits zitierten 
Arbeit den allgemeinen Ausdruck 

| or , 

: __ | /mky | thle -9at+o—) +6 —Sul y— 

WAX, U, Z)=1 Boake | Kd QodQy, (8) 


Qy 


in welchem die einzelnen Gréfen folgende Bedeutung haben: 

2m, : “ 5; . 
k= 5 ist die Wellenzahl im Bildraum, d.h. 4, bedeutet die 

1 
de Brogliesche Wellenlange. ©), 8, y; sind die Richtungscosinus 
eines Strahles im abbildenden Biindel im Bildraum, 5, n, 6 die 
laufenden Koordinaten einer zum betrachteten Elektronenbiindel 
8 

im Bildraum gehérenden Wellenflache und dQ, = SSE ist 


1 
das Raumwinkelelement des von d Fo mit der Offnung dQ, aus- 
gehenden Elektronenbtindels im Bildraum. Mittels der all- 
gemeinen Abbildungsgleichungen kann d®, durch dQ) und um- 
gekehrt ausgedriickt werden. Die Integration ist tiber die ganze 
Winkeléffnung des Elektronenbiindels im Bildraum zu erstrecken. 
W (x, Y, 2, Xo) Yo Zo) enthalt auch noch die Koordinaten xo, Yo, Zo 
des Objektpunktes als Parameter und stellt die Wahrschein- 
lichkeitsamplitude der Elektronen dar, welche von der Flachen- 
einheit an der Stelle x0, Yo, 2 des Objekts ausgehen. Durch 
Integration 

i pot f wdFo (4) 


tiber das Objekt erhalt man die gesamte vom Objekt an der 

Stelle P=x,y,z hervorgerufene ,Erregung“, d. h. die resultie- 

rende Wahrscheinlichkeitsamplitude. Hierin kommen die Ko- 
_ hirenzeigenschaften der von den einzelnen Objektpunkten aus- 
_gehenden Elektronenwellen zum Ausdruck, die insbesondere 
_ fiir den Unterschied von Selbst- und Nichtselbstleuchtern maf}- 
gebend sind. Wir gehen auf diese Fragen an anderer Stelle 
- genauer ein. In der oben angefiihrten Arbeit haben wir die 
_ Abbildung zweier zu einander und zur Achse_ benachbarter 
Objektpunkte betrachtet, unter der plausiblen Annahme, daB 
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sie inkohirent strahlen. Wir konnten dann statt der Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden unmittelbar die Stromdichten, bzw. 
Elektronenintensititen in der Einstellebene tiberlagern. Da es 
sich um die Abbildung von Achsenpunkten handelte, brauchten 
wir nur den Offnungsfehler in Betracht ziehen, welcher dadurch 
definiert ist, daS im Grenzfall weitgedffneter Biindel, wo von 
der Elektronenbeugung abgesehen werden kann, der auf die 
Dingebene (bzw. auf die Vergré®erung Eins) bezogene Zer- 
streuungskreis durch 5 Cee (6) 


gegeben ist. « ist dabei der Aperturwinkel, d. h. der Maximalwert 
von Jo, wenn wir mit 59 den Winkel eines Strahles im Biindel 
mit der optischen Achse bezeichnen. Die Strahlungscharakteristik 
wird im betrachteten Fall eines um die optische Achse rotations- 
symmetrischen, d. h. allein mit sphirischer Aberration behaf- 
teten Elektronenbiindels allein eine Funktion K = K (5p) von vp. 
Das Auflésungsvermégen, d. h. die zur Unterscheidung der beiden 
Bildpunkte notwendige Entfernung der beiden Gipfel der ent- 
sprechenden Intensitiatsgebirge in der Einstellebene, wurde nun 
so definiert, daB diese im Falle verschwindenden Offnungs- 
fehlers C; mit der entsprechenden optischen Grodfe 


ho 
sin & 


d=0,6 (6) 


iibereinstimmt, wenn wir noch durch Division mit der Instrument- 
vergréBerung diese Strecke auf die Dingebene beziehen. Man 


sieht, da® fiir die Werte von « zwischen Null und 3 welche 
allein in Betracht kommen, die Strecke d eine monoton ab- 
nehmende Funktion von « ist. Wenn C;+0 ist — und das ist 


beim Elektronenmikroskop grundsatzlich immer der Fall!) —, kann 
man zeigen, daf es einen giinstigsten Wert der Apertur gibt, 
fiir welchen die Aufldsungsgrenze d seinen kleinsten Wert 
dmin annimmt. In der zitierten Arbeit haben wir nun durch 
numerische Auswertung der entsprechenden Integrale fiir die 
vom Standpunkt der mathematischen Behandlung einfachste 
Strahlungscharakteristik K — Kjcos?¥) diese minimale Auf- 
losungsgrenze dnin bestimmt. Es ergab sich 


te 
nin = 0,56 Po) 52, eee 


wobei Ao die de Brogliesche Wellenlinge im Dingpunkt bedeutet. 
Die Formel gilt in dieser Gestalt sowohl fiir die elektrische 


_ 3) Siehe z. B. H. Busch und E. Briicke, Beitriige zur Elektronenoptik, 
Leipzig 1937, S. 17, Beitrag von O. Scherzer. 
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wie auch fiir die magnetische Abbildung. Fiir die dazugehorige 
glinstigste Apertur, die man sich durch eine materielle strahl- 
begrenzende Blende verwirklicht denken muf, ergab sich 


4 
jpleedl peo 3 
= 1,18//72. (8) 

Die erwiéhnte Berechnung enthilt gegeniiber den tatsich- 
lichen Verhaltnissen zwei vereinfachende Annahmen, von denen 
wir uns in einer weiteren Behandlung des gleichen Problems 
frei gemacht haben. Es sind dies: die Wahl der obigen speziellen 
Strahlungscharakteristik und die Annahme einer geometrischen 
Biindelbegrenzung durch eine materielle Blende. Wir legen daher 
den folgenden Betrachtungen eine den physikalischen Verhilt- 
nissen sicher besser angepafite Strahlungscharakteristik zu- 
grunde. -Da fiir dickere Objektschichten die Winkelverteilung 
K (So) der Elektronen die von W. Bothe [2] angegebenen Formeln 
der Vielfachstreuung befolgt, nach denen die Intensitit im 
Biindel nach dem Rande zu nach einer Gaufschen Glockenkurve 
abfallt und andererseits nach Messungen von J. Dosse [3] und 
anderen der Intensitétsabfall in der vom Kondensator her- 
kommenden und durch Objektstreuung noch unbeeinfluBten 
Elektronenstrahlung dem gleichen Gesetz unterliegt, werden 
wir unseren expliziten Rechnungen eine Strahlungscharakteristik 
von der allgemeinen Gestalt einer Gaufschen Glockenkurve 
zugrunde legen. Wir setzten also 


K=K,e ‘, (9) 


wobei Ky und t Konstanten sind. Die Grédfe t bestimmt die 
,steilheit* des Intensitaétsabfalles. Statt ihrer k6nnen wir auch 
die etwas anschaulichere ,Halbwertsapertur“ J, einftihren, bei 
welcher die Intensitat pro Raumwinkeleinheit auf die Halfte des 
Maximalwertes herabgesunken ist.2) Man hat 


Om <7 jee (1 0) 


Da — wie B. v. Borries und E. Ruska [4] gezeigt haben — das 

Elektronenbiindel nicht die ganze Linsendffnung beaufschlagt 
und daher seine Apertur unabhingig von der geometrischen 
_Apertur derselben in erster Linie durch die Brechkraft der 
_ Kondensorlinse bestimmt ist, tritt in der Elektronenoptik 9, an 
die Stelle der geometrischen Apertur der Lichtoptik, um die 
_,Offnung* des abbildenden Biindels zu kennzeichnen. 


2) Man kann leicht zeigen, dafS bei steilem Abfall («> 1) 3m auch jene 
/ _Apertur ist, innerhalb welche und auferhalb welche gleich viele Elektronen 
gestreut werden. 
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Es mége nochmals ausdriicklich bemerkt werden, daf die 
Wahl der Gestalt (9) fiir die Strahlungscharakteristik nicht mit 
der Annahme der Vielfachstreuung im Objekt gleichbedeutend 
ist. Denn in diesem Falle kénnten wir iiber (9) hinausgehend 
nach einer von W. Bothe angegebenen Formel die Halbwerts- 


apertur 3, durch die Grépe z|/ a linear ausdriicken. (Z be- 


deutet die Ordnungszahl, o die Dichte, A das Atomgewicht und 
x ist die Foliendicke.) Hier jedoch ist (9) lediglich als eine 
schematische Darstellung der Elektronenstreuung im Objekt auf- 
zufassen, wie sie fiir die Berechnung des Grenzauflosungs- 
vermégens wohl hinreichend ist, wobei wir die Abhangigkeit 
der Halbwertsapertur von den atomaren Daten des durch- 
strahlten Objekts noch ganz offenlassen. Unsere Bedenken 
gegen eine strikte Annahme der Vielfachstreuung im Objekt 
haben wir bereits in der angefiihrten Arbeit zum Ausdruck ge- 
bracht. Fiir einen ganz genauen Einblick in die bei der Ab- 
bildung vorliegenden Verhiltnisse ware es indessen notig, die 
Formel fiir die Schrédingersche Wellenfunktion (3) auch fiir die 
Falle der Einzel- und Vielfachstreuung auszuwerten. Als nachster 
Schritt dazu kime die Bestimmung des Auflésungsvermogens 
fiir zwei benachbarte Streuzentren (Atomgruppen) in Betracht, 
wenn ein paralleler Elektronenstrahl unter einem bestimmten 
Winkel zwischen Einfallsrichtung und Verbindungslinie der 
Streuzentren (,Beleuchtungswinkel*) einfallt. Da die abge- 
streuten Strahlen kohirent sind, ist die entsprechende resultie- 
rende Wellenfunktion w in der Einstellebene zu berechnen und 
zu untersuchen bis zu welchem Minimalabstand dmin der Streu- 
zentren die Intensitéitsverteilung in der Einstellebene als Bild 
der beiden ,Dingpunkte* (d. h. der Streuzentren) angesehen 
werden kann. Bei der Ubertragung dieses Schemas zur Dis- 
kussion der wirklichen Verhiltnisse mu man beachten, dai 
ein reales Objekt niemals aus nur zwei ,Dingpunkten“ bestehen 
kann und man daher die Wirkung der anderen im Aufpunkt 
vernachlissigt. Allerdings wird der nachste Verallgemeinerungs- 
schritt, nimlich die Abbildung von irgendwie z. B. im einfachsten 
Fall gitterartig in der Objektebene verteilten ,Streuzentren®, 
nicht mehr besonders schwierig sein. Diese Fragen sollen spater 
von einem Mitarbeiter behandelt werden. 


Die explizite Berechnung von dpin auf Grund der Wellen- 
funktion (8) fiir eine Strahlungscharakteristik der Gestalt (9) 
hat nun den gegeniiber (7) etwas gréferen Wert 


4 ts 
d min = 0,78 do 1 (11) 
0 


= 


Auflésungsvermégen und GrenzvergréSerung des Ubermikroskops. 43 


ergeben und fiir die dazugehdrige giinstigste ,Halbwertsapertur“ 
des abbildenden Strahlenbiindels erhielten wir 


(12) 


Kine ausfiihrliche Darstellung dieser Berechnungen erscheint 
an anderer Stelle. 


Den weiteren Auswertungen der beiden Formeln (11) und 
(12) soll nun ein magnetisches Abbildungsfeld zugrunde gelegt 
werden, dessen z-Komponente B, (z) langs der Objektivachse 
durch die glockenformige Funktion 


d z\2 
+ S 
dargestellt wird. 


Mit dieser Funktion, fiir welche sich die Differential- 
gleichungen der Elektronenbahnen geschlossen  integrieren 
lassen, konnten wir 1941 erstmalig die Brennweite, die Lage 
der Haupt- und Brennpunkte sowie Farb- und Offnungsfehler 
fiir beliebig starke Linsen und beliebige Dinglage streng als 
Funktion der Systemparameter in expliziter Gestalt angeben [5]. 
Messungen von J. Dosse [6] zeigen, daf-durch unsere Annahme 
der Feldverlauf, wie er in den Polschuhobjektiven des magne- 
tischen Ubermikroskops besteht, insbesondere im Sattigungs- 
gebiet gentigend genau wiedergegeben werden kann. Weitere 
Messungen von EH. Ruska [7] und K. Siegbahn [8] zeigen, dat 
die gemessenen Werte der elektronenoptischen Konstanten in 
ihrer Abhingigkeit von der Linsenstirke durch die angegebenen 
Formeln gut dargestellt werden. Die Gestalt der Elektronen- 
bahnen im obigen Feld ist daher im Anschluf an die erwahnte 
Arbeit auch von anderen Autoren, von denen nur L. Marton [9] 


- erwibnt werde, mit Erfolg ihren elektronenoptischen Betrach- 


tungen zugrunde gelegt worden. Eine inzwischen durchgefiihrte 
Ausdehnung unserer Formeln auf beliebige empirisch gegebene 
magnetische Abbildungsfelder erscheint an anderer Stelle. 


Eine — allerdings nur durch numerische Integration mog- 
liche — Berechnung der gleichen elektronenoptischen Grofen 
ist im Jahre 1942 von E. G. Ramberg [10] fiir die Feldform 


B, (2) = Bo sec h?2 az (14) 


durchgefiihrt worden. Wie V. E. Cosslett [11] gezeigt hat, stimmen 
die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit fiir die elektronen- 


/ 
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optischen Konstanten trotz des etwas abweichenden Feldver- 
laufs, mit denen der unseren im wesentlichen tiberein®). 

Alle elektronenoptischen Gréfen lassen sich am besten 
durch den dimensionslosen Parameter 


ee Bo? a2 
=~ Binge * fe eae ; 
Clee u) 


welcher die ,Linsenstaérke* kennzeichnet, darstellen. Das die 
Lichtgeschwindigkeit c enthaltende Glied beriticksichtigt die 
relativistische Massenverinderlichkeit bei hohen Elektronen- 
geschwindigkeiten. Es zeigte sich, dafs fiir das betrachtete Feld 
die Abbildungsgesetze der gewohnlichen Optik auch fiir beliebig 
hohe Linsenstirken gelten5), und fiir die Brennweite und die 
Brennpunktslagen ergaben sich die Ausdriicke 


(15) 


k2 4) 


in ee tgs (16) 
1 ZF = arc ctg ————.. 
fp Yee? Par pi 
Fiir die Projektivvergré®erung, welche eine Art von Schatten- 


bildvergréferung darstellt, folgt: 


. en ae 
_ ysina)k,2-+-1 jn ee Bop ap” 


Pay epee ha © (i+ 5% 50) 
0 


» (17) 


wobei J, die Entfernung zwischen Projektivmitte und Leucht- 
schirm bedeutet und 6), und a, sich auf die Projektivlinse 
beziehen®). Uber den Vergleich der nach (16), (17) und (15) 
berechneten Werte mit den gemessenen kann man die bereits 
zitierte Arbeit von E£. Ruska [7] einsehen. 


Fiir die Offnungsfehlerkonstante haben wir in einer fritheren 
Arbeit den Ausdruck gefunden: 


3) Dies ist auch zu erwarten, da das Feld (14) in der Niéhe ihres stirksten 
Einflusses, d-h. ihres Maximums, die Gestalt unseres Feldes (13) hat. Vgl. hierzu 
auch K. Siegbahn (Lit.-Verz. [8]). 4 

4) Im nichtrelativistischen Fall tritt 2? als Ahnlichkeitsparameter analog 
etwa der Reynoldschen Zahl der Hydrodynamik auf (vgl. Lit.-Verz. [12]). 

5) Das Problem der Bestimmung aller starken elektrisch-magnetischen 
Elektronenlinsen, fiir welche die Abbildungsgesetze der gewéhnlichen Optik 
gelten, wurde in der Arbeit Z. f. Phys. 117, 285, 1941 formuliert und in Ann. 
der Phys. 40, 367, 1941 gemeinsam mit #. Lammel durchgefiihrt. 1945 wurde 
das gleiche Problem nach einer anderen Methode von R. G. E. Hutter, Journ. 
of Appl. Phys. Vol. 16, 670, 1945, mit iibereinstimmendem Endergebnis be- 
handelt. Auf einige Unstimmigkeiten der Hutterschen Arbeit bei den ange- 
fiihrten Magnetfeldern mit Newfonscher Abbildungsgleichung kommen wir 
bei anderer Gelegenheit zu sprechen. 

8) Die Herleitung von Gl. (17) haben wir bisher noch nicht veréffentlicht. 
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C; = — 2 sa 2e 


96 mU. (+52 = olf (nw ee = ae Wit = 


— B, w:) y4 (z) dz, (18) 


den wir hier auf den Fall hoher Vergréferung, wo also das 
Ding praktisch im dingseitigen Brennpunkt liegt, und den eines 
rein-magnetischen Abbildungsfeldes spezialisiert haben. AuBer- 
dem wurde die relativistische Massenkorrektur eingefiigt. y (z) 
bedeutet die unter der Neigung 1 vom Dingpunkt ausgehende 
Elektronenbahn. Die Auswertung von (18) fiir das in Gl. (13) 
angefiihrte Abbildungsfeld hat ergeben: 


Geese 1 ikt—-3. 22s a 
= bye ae 8 4k2+3° aE al2 


pay EMD) 
sin4 —— 


VR2-+1 


Im allgemeinen wird die Halbwertsbreite des Feldes durch die 
Abstande der Polschuhe gegeben sein. Man wird daher diese 
so zu wahlen suchen, daf} bei méglichst hoher Vergroferung 
in Objektiv und Projektiv die Offnungsfehlerkonstante einen 
moglichst kleinen Wert hat. Wir denken uns daher die Volt- 
geschwindigkeit U und den Maximalwert By der magnetischen 
Feldstirke im Objektiv, bzw. im Projektiv. vorgegeben und die 
Halbwertsbreite a so gewahlt, da} entweder die Brennweite f 
oder die Offnungsfehlerkonstante C; ihren kleinsten Wert, bzw. 
die ProjektivvergréBerung ihren gré®ten Wert annimmt. Dazu 
berechnen wir zunachst die Halbwertsbreiten von Objektiv und 


Projektiv aus (15) 
as (1 are ce? u| 


Bo 


b 


(20) 
See o(1 u(t + om c? v) 
Bop 
und setzen diesen Wert in (16), (17), bzw. (19) ein. So erhalt man 
k 8mo 1 / i 
ao ? mt e Bo i Seige ag v), (21) 
Sh 
fel er 
ea peeta A itttclesd yy gett eamecs 29 
C; = k x (Rk?) TE La saae U), (22) 
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kp VPP) Br 
wobei wir den Ausdruck (19) mit x (A?) bezeichnet haben. Das 
Minimum von f wird nun fiir k=0,89, dasjenige von C; fiir 


k=1,61 und das Maximum von VJ, fiir k= 0,77 angenommen. 
Die gesuchten extremalen Werte werden 


1B. ip] U (1+ — v\), (23) 


2m9C 


fin = se VUG+0,97.10—¢ U), 
iy apt (24) 
ap VUG-+0,97.10-° VU) mm; 
Coinin = = VUG+0,97.10-° U), 
108 — (25) 
a= VUG-+0,97.10-* UV) mm; 
Vpmax = 9,011 aaa i 10-°U 5) 
yUd+0,97. ) (26) 


ap = 22 V7 A-0,97.10-° 0) mm, 
Bo p 


wobei wir darunter die giinstigsten MHalbwertsbreiten an- 
geschrieben haben’). Die Spannung U ist dabei in Volt, die 
magnetische Feldstirke Bo, bzw. Bo, in Gauf und die Langen 
f, Cs, |, und a sind in mm zu messen. 

Da die gewoéhnliche Abbildungsgleichung gilt, erhalten wir 
fiir die Objektivvergréferung 


sr st as 

Zhai suite aaah 
wobei wir die Entfernung Z) des Zwischenbildschirmes vom 
bildseitigen Brennpunkt bei der betrachteten hohen Vergroferung 
durch die Entfernung J) des Zwischenbildschirmes von der Ob- 


jektivmitte ersetzen kénnen. Die Dingentfernung Zo vom Brenn- 
punkt ergibt sich zu 


Vo 


(27) 


gsctd spiatiy ellen 
L= ie == Vo2’ z (28) 


betragt also zum Beispiel bei einer hundertfachen Objektiv- 


7) Diese von J. Dosse (Lit.-Verz. 6) angegebenen Auswertungen unserer 
Formeln (16) und (19) haben wir im folgenden zusitzlich Gl. (17) mit den 
relativistischen Korrekturen angeschrieben. Vgl. hiezu auch die bei der 
eee »Optik“ in Druck befindliche Berliner Habilitationsschrift von 

. v. Borries. 
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vergroBerung (Vo 100) ein Zehntausendstel des Abstandes 
zwischen Objektiv und Bildschirm. Fiir die bei gegebenen Werten 


von U und By erreichbare Objektivvergréferung Vom = 52 
erhalt man aus (24) min 
Vo max 0,012 Bo lo = (29) 


VU -+0,97.10-°D) 
Fir die maximal erreichbare Projektivvergré®erung erhalt man 
nach (25) Peal 

ees 


Vp max — 0,011 ——_— ——— (30) 
VUGA+0,97.10-¢ U) 
und daher fiir die Gesamtvergréferung Vmax = Vomax - Vp max 
Vinax = 1,82.10-4 en (31) 


VUG+0,97. 10-6 U) 


Ist die Entfernung Objektivmitte—Bildschirm vorgegeben und 
gleich 7, so wird nattirlich V,.x dann am gré8ten, wenn man 
b=l=5! wahlt, d. h. die ,Mikroskoplange 7“ zu gleichen 
Teilen auf die beiden VergroSerungsstufen aufteilt. 

In Tabelle 1 haben wir fiir einige Voltgeschwindigkeiten U 
und magnetische Feldstérken Bo jeweils die maximale Objektiv- 
vergréBerung Vomax, den Dingabstand Zo vom Brennpunkt, die 
minimale Brennweite fmin und die entsprechende Feldhalbwerts- 
breite a in mm dargestellt. 

Wenn wir in Gl. (11) und (12) die de Brogliesche Wellenlainge 


: h 
Ago = = - —d 
eed 
|/2me0( SH tari (32) 
12,24 sear 


~ VOd+0,97.10-*U) 


‘und fiir C; aus (26) einsetzen, erhalten wir fiir das Grenz- 
auflosungsvermogen 


| 6,93. 10-5 
(4 4 mm (33) 
| |/By UA-10,97.10-* U) | 


und die giinstigste Halbwertsapertur 9». wird 


: 4 
Be 34 
Sng = 0,0126 Vira £097 .10-* 0) (34) 
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Tabelle 1. 
| Soannmute a Mavinaiwert der magnetischen Feldstairke 
U Bo in Gaup 
non iT 10.000 20.000 30.000 
fmin | 1,71 mm 0,85 mm oe 0,57 mm 
yee 1,22 mm 0,60 mm | 0,40 mm 
pe eters Neo | <1) 68h Innate itl auc aly |. 4,730. 
Z |  2924/l 0,706 /Ip | 0,330/d, 
fmin 2,11 mm | 1,05 mm | 0,70 mm 
af 1,50 mm ee 0,75 mm 0,50 mm = 
seas (ee Pema ety CUR 0,952 Ip | 1,429 d 
Z|. 4452 . |  4,l02/ | 0,490/% 
fmin 2,78 mm | 1,39 mm 0,92 mm 
Eye | 1,93 mm | 0,99 mm | 0,66 mm 
eh ae ates | 0,719 ty 1,087 Jp 
ie eae ee eh) 0,846 /Lo 
es fmin | 5,22 mm | 2,61 mm 1,74 mm 
apa 3,73 mm | 1,86 mm 1,24 mm 
rola eo BET | 0,388 2, 0,575 ly. om 
fae 27,25/ly | 6,657 /Ip 3,028/Iy. 


Minimale Brennweite fmin, dazugehérige Feldhalbwertsbreite af, ma- 
ximal erreichbare Objektivvergréferung Vomax und entsprechender Brenn- 
punktabstands des Objekts Zp als Funktion von Voltgeschwindigkeit U und 
Maximalwert der magnetischen Feldstiirke By im Objektiv. Jp ist der Abstand 
zwischen Objektivmitte und Zwischenbildschirm des U.-M. gemessen in mm. 


Diese Formeln bringen die explizite Abhingigkeit dieser GréSen 
von der Voltgeschwindigkeit U und dem Maximalwert Bo der 
magnetischen Feldstirke im Objektiv zum Ausdruck. Man er- 
kennt mishexouders; da® das Grenzauflésungsvermégen dmin im 


wesentlichen zu VUBo umgekehrt proportional ist. 


In Tabelle 2 haben wir das Grenzauflésungsvermégen fiir 
einige Werte der Beschleunigungsspannung U und der magne- 
tischen Feldstaérke By wiedergegeben. Man erkennt z. B., da fiir 
U=100kV und fiir Bo = 20.000 Gauf, Daten, welche mit den 
heute verwendeten ungefihr iibereinstimmen, sich nach der 
Rechnung ein Auflésungsvermégen von 3,2 A Einheiten ergeben 
mii®te, wahrend die praktisch erreichte Auflésungsgrenze noch 
4—6mal gréBer ist. Was also das Auflésungsvermégen zur Zeit 
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praktisch beschrankt, ist nicht der Einflu® von Elektronen- 
beugung und Offnungsfehler, sondern es sind andere sekundiire 
Kinfltisse. In erster Linie diirfte hiefiir die nicht ganz voll- 


Tabelle 2. 


Auflésungsvermégen des magnetischen Ubermikroskops dmin 
° 
iInvAK = 10—7 mm: 


Spannung Masctasieert ies mragnetischén Feldstirke 
U Bo in Gaup 
eet 10.000 | 20.000 | 30.000. 
40.000 4,85 : 4,08 | 3,71 
60.000 437 | 3,93 : | ah 3,32 : 
100.000 381. ae : 3,20 ¥ 2,89 
300.000 2,78 ay Ss 2,34 2,11 
750.000 2,05 | 1,73 1,56 ; 
1,000.000 1,84 | 1,55 = 1,40 
dnin = UE ROER ats mm. 


VBoU A +0,97. 10—6 U) 


kommene Rotationssymmetrie der abbildenden Magnetfelder, 
also ein ,achsialer Astigmatismus‘, verantwortlich sein, dessen 
Einflu8 wir daher aus diesem Grunde schon in einer friiheren 
Arbeit quantitativ untersucht haben. 


Durch Kombination der beiden Ausdriicke (31) und (83) 


kénnen wir die kleinste Mikroskoplinge /=|/4/)/i berechnen, 
fiir welche bei gegebenen U-, Bo- und Bop-Werten die wirk- 
same Vergré®erung V,,=d4/dmin gerade erreicht wird. Dabei 
bedeutet d, das Auflésungsvermégen des Auges, und es ist also 
d4=0,1 mm zu setzen. 


Auf Grund von Gl. (81) und Gl. (33) erhalten wir so 
6,61. 103 [U(1-+ 0,97. 10—° U)\ 


t= (35) 
VBop Bos 
Fiir die Farbabweichung haben wir — wie hier nicht naher_ 
ausgefiihrt werden soll — den Ausdruck 
AU1+1,94.10-°U 
= : 36 
Se— on Cr [10,97 10n8U oe 
Acta Physica Austriaca, Bd. III/1. 4 
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erhalten, wobei die Farbfehlerkonstante Cr fiir hohe Ver- 
groferung durch 
Cr n k2 1 = 
fe ee ee ee a= 37 
a 21+ 2) A, 


x 
sin? 

ye2+1 
gegeben ist. Der Radius 5; des Farbfehlerscheibchens wird 
dabei dadurch definiert, da durch dieses die Halfte der vom 
Dingpunkt ausgehenden Elektronen hindurchtritt. Wenn wir 
wieder wie oben a so wihlen, da Cr ein Minimum wird, so 
erhalten wir fiir diese kleinste Farbfehlerkonstante den Ausdruck 


Crmin = = VUG+0,97.10-° U) mm (38) 
0 
der sich fiir 
arp= a VUG-+0,97.10-¢ U) mm, (39) 
0 


ergibt. Durch Einsetzen von (88) in (36) erhalt man 
p59 1 = 1,94710—8 
By VU 40,97. 10-6 U) 


Wenn wir uns nun tiber den Unterschied der Halbwerts- — 
breiten von (39) und (25), der infolge der Extremumseigen- 
schaft der zugehérigen GréBen diese wenig beeinflu®t, hinweg- 
setzen, so kénnen wir aus (34) in (40) einsetzen und erhalten 
so fiir den Farbfehler bei der ftir die Auflésung giinstigsten 


Apert 1-+1,94.10-° U 
Sp = 0,743 =— cade (41) 
Bo? U3 (1 +-0,97. 10-© U)3 


Soll nun 6; nur einen Bruchteil 1/,, z. B. 1/2 oder 1/,, von dmin 
betragen, so ergibt sich mit (33) fiir den maximal zulissigen 
Spielraum der Voltgeschwindigkeit A U;ax der Ausdruck 


9,33 By U (1+ 0,97. 10-6 U) 
A max —— 2 2 Fae 
U, 1tig4.io-6g 107° Volt. (42) 


eA U. (40) 


Or 


Fiir AUnax haben wir so die in Tab. 3 angeschriebenen Werte 
erhalten. 


Die im vorhergehenden getroffene Wahl der giinstigsten 
Halbwertsbreite vereinfacht sehr stark die zwischen den ein- 
zelnen Gréfen bestehenden Beziehungen und erlaubt so einen 
raschen Uberblick tiber die Zusammenhiinge. Selbstverstiind- 
lich kénnten wir auch von dieser Vereinfachung absehen, da 
wir ja in den Gl. (19), (87) und (15) die explizite Abhingigkeit 
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der Offnungsfehler- und der Farbfehlerkonstanten von der 

Linsenstirke &2 vor uns haben. Aber da die gewihlten a-Werte 

zu flachen Extremwerten von f, Vo, Cs und Cp fiihren, dindern 
Tabelle 3. 


Schwankungsbereich der Voltgeschwindigkeit, fiir welchen pres date ist. 
Pp 


Spannung Nlaeinal geet Ne Marneuschen Feldstirke 
U By in Gaup 
EEO 10,000 | 20.000 30.000 
40.000 1,76/p | 2.49 p 3,06/p 
. 60.000 i 210/p =f -2,98)p si 3,65/p or 
100.000 ; 9,59/p | _ 3.66/p ae ees eee - 
300.000 f| 3,67/p ae | = 5,19'p a 6,36/p 


sich diese nicht sehr stark, wenn wir etwas von der giinstigsten 
Halbwertsbreite abweichende Werte fiir a wahlen. Wir kénnen 
daher an Stelle der nicht sehr verschiedenen vier Werte: von 
Gl. (24), (25) und (39) auch mit einem mittleren Werte aus 
diesen Grdfen rechnen und daher die angeschriebenen Be- 
ziehungen als gleichzeitig erfiillt betrachten, wovon wir bei 
Bestimmung des fiir ein bestimmtes Auflésungsvermégen zu- 
lassigen Farbfehlers bereits Gebrauch gemacht haben. 
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Das Geheimnis der Stradivarigeigen. 
Von 
Eugen Skudrzyk. 


Mitteilung aus dem Institut fiir Schwachstromtechnik der 
Techn. Hochschule in Wien. 


(Eingelangt am 18. Februar 1948.) 


Die Uberlegenheit der alten italienischen Geigen wird auf ihre 
Einschwingvorginge und vor allem auf ihre bessere Abstrahlung der tief- 
frequenten Einschwingvorginge zurtickgeftihrt. Die Einschwingvorginge sind 
nimlich fiir den Entfernungs- und den Richtungseindruck mafigebend. Eine 
Stradivarigeige kann daher im Orchester leicht lokalisiert und aus dem 
Klangkorper plastisch herausgehért werden, und das ist offenbar ihr Vorzug, 
der beim Solovortrag nicht zur Geltung kommt. Es ist auch der Grund, 
warum die Beurteilung alter Meistergeigen fast immer zu Fehlresultaten 
fiihrt, wenn die Instrumente einzeln einem Kreis von Sachverstandigen 
vorgespielt werden. 


Die alten italienischen Geigen galten lange Zeit als un- 
nachahmlich. Mit einem Fingerspitzengeftihl ohnegleichen hat 
Stradivari aus den 60 ihm zur Verfiigung stehenden Klanghdélzern 
gerade jene beiden ausgewahlt, die wir heute noch fir die 
geeignetsten. halten. Auch seine Art der Leimung und Holz- 
sperrung kann nicht iibertroffen werden; die &ufiere Form der 
Geigen erreichte eine Vollendung, die unsere Geigenbauer mangels 
einer so hoch entwickelten Handfertigkeit kaum nachzuahmen 
vermogen. 

Im Heinrich-Hertz-Institut fiir Schwingungsforschung in 
Berlin unternahm es Dr. H. Meinl, fiihrenden Musikern eine 
Stradivari, eine 1000-Mark- und eine 8-Mark-Geige zur klanglichen 
Begutachtung vorzuspielen. Die einen entschieden sich fiir die 
8-Mark-Geige, die anderen fiir die Stradivari, die dritten 
fiir die 1000-Mark-Geige. Zu 4hnlichen Ergebnissen gelangte 
Prof. Sounders in Amerika, indem er feststellte, daf§ mehr als 
die Halfte der Musiker die falsche Geige bevorzugten. Man ist 
zunachst geneigt, die Fehlresultate als Beweis daftir hinzunehmen, 
daf} die italienischen Geigen nicht wesentlich tiberlegen sein 
kénnen und die Vorliebe fiir sie Modesache sei, oder aber 


anzunehmen, daf} eine Psychose vorliege, der eine gefiihlsbetonte — 


Gruppe — kunstverstandiges Publikum und ausiibende Musiker — 


unterliegt. Und doch steht die Uberlegenheit der alten italienischen — 


Geigen auf®er Zweifel. 
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Kinen wichtigen Fingerzeig zur Lésung dieses Problems 
liefert nun die gesicherte Beobachtung, daB die alten italienischen 
Geigen so gut ,,fragen“'), d. h. da® ihr Klang mit dem Orchester 
nicht zu einem farblosen Gemisch verschmilzt, sondern individuell 
und plastisch herausgehért wird, obgleich sie in der Nahe ver- 
haltnismaBig schwach und unaufdringlich ténen. Die Schall- 
intensitét der Stradivarigeigen mitiSte also mit der Entfernung 
schwiacher abklingen, als die der gewoéhnlichen Geigen, oder 
aber ihr Klang miifte durch eine markantere Wirkung vor dem 
der billigen Instrumente ausgezeichnet sein. Beide Méglichkeiten 
sind physikalisch nicht von der Hand zu weisen. Wir wissen 
z. B., da der Schalldruck in der ebenen Welle konstant, in der 
Kugelwelle nullter Ordnung der Entfernung, in der Kugelwelle 
erster Ordnung dem Quadrat der Entfernung usw. umgekehrt 
proportional ist, sofern wir uns auf die nahere Umgebung der 
Schallquelle beschranken. Soll also eine Geige auch in der 
Ferne, im Vergleich zu ihrem Klang in der Nahe, laut klingen, 
so wird man dafiir sorgen miissen, dafi médglichst nur ebene 
Wellen, oder bei den tiefen Frequenzen, wo die Dimensionen 
des Geigenkoérpers klein zur Wellenlange sind, nur Kugelwellen 

- nullter Ordnung abgestrahlt werden. 


Die Geige ist also so zu bauen, da das Verhaltnis zwischen 
der Wirkleistung (die der Schallabstrahlung in die Ferne ent- 
spricht) und der Blindleistung (die im wesentlichen fiir die 
Lautstirke in unmittelbarer Nahe verantwortlich ist) mdglichst 
giinstig ausfallt. Das bedeutet, da8 ein Minimum an Knotenlinien 
angestrebt werden mu, damit die Geige bei den besonders 
kritischen tiefen Frequenzen nicht im akustischen KurzschluB, 
sondern als Kugelstrahler nullter Ordnung, als pulsierende 
Kugel wirken kann. Tatsichlich zeigen die MeBergebnisse, daft 
die guten Geigen im Vergleich zu den billigen Geigen wesent- 
lich weniger Knotenlinien aufweisen?). 


Da® iibrigens die Schallabstrahlung in die Ferne bei tiefen 
Frequenzen nur auf den Kugelwellenanteil nullter Ordnung zurtick- 
zuftihren ist, beweisen die kreisférmigen Richtcharakteristiken 
der Geigen. Bisher wurde bei tiefen Frequenzen nur eine Schaukel- 
schwingung der Geigendecke um eine schrég durch sie laufende, 
annihernd geradlinige Knotenlinie festgestellt?); da eine solche 
Schwingung nur Kugelwellen erster Ordnung hervorrufen kann 
und so eine 8-formige Richtcharakteristik erzeugen mtiBte, ist sie 

praktisch bedeutungslos. Das Schallfeld bei tiefen Frequenzen 
kann daher nur auf eine der Beobachtung entgangene, reine 


: 1) Wertvolle Anregungen danke ich hier Herrn Otto Copony. ; 
i 2) K. Backhaus, Z. f. techn. Physik 9 (1928), S. 491; Z. f. Physik 62 
4 (1930), S. 143; Z. f. Physik 72 (1931), S. 218, Wien; Harms, Handbuch der 
_ Experimentalphysik 17, 3. Teil, 5. 202. - 
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Pulsationsschwingung des Geigenkérpers (Decke gegen Boden) 
zurtickgefiihrt werden. 

Nun steht es wohl auBer Zweifel, daB die Qualitat der 
Stradivarigeigen nicht nur in ihrem offenbar besseren Wirkungs- 
grad liegen kann, sondern tiefere Ursachen haben muff. Eine 
Arbeit von Békésy?) gibt hier wertvolle Hinweise; sie zeigt, 
da& das Entfernungsempfinden auf tieffrequente Einschwing- 
vorginge zuriickzufiihren ist, die ihren Charakter mit dem 
Abstand von der Schallquelle fndern und so infolge des 
Schalldruck-Schallschnelle-Empfangs des menschlichen Ohres zu 
einem von der Entfernung abhangigen Geh6rseindruck fiihren. 
Reine Sinusténe erzeugen keinen Entfernungseindruck, da bei 
ihnen Schalldruck und Schallschnelle einander proportional sind. 
Ahnlich verhialt es sich auch mit dem Richtungseindruck; rein 
harmonisch schwingende Schallquellen kénnen in Innenraumen 
kaum lokalisiert werden (Versuch mit Kopfhérern oder Laut- 
sprechern, die im Raum verteilt und mit verschiedenen Tonhohen 
gleichzeitig betrieben werden!). Erst die Beimischung von 
Hinschwingvorgingen (z. B. durch An- und Abschalten) verleiht 
ihnen jene individuelle Note, die es erméglicht, sie aus dem 
allgemeinen Zusammenklang herauszuh6ren‘). Die guten Geigen 
weisen somit nicht nur markante Einschwingvorginge auf, 
sondern — und das gilt in besonderem Maf fiir die tieffrequenten 
Einschwingvorgiinge — kénnen diese auch in die Ferne, d. h. 
in Form von Wirkleistung, abstrahlen. Das ist offenbar der 
wahre Schliissel zum Verstindnis der Stradivarigeigen, dem- 
gegeniiber alle anderen EHinfliisse, wie Klangfarbe, Lack, Holz- 
dicke usw., in den Hintergrund treten5). 


3) G. Békésy, Uber die Entstehung der Entfernungsempfindung beim 
Horen. Akust. Z. 3 (1938), S. 21. 

4) EB. Skudrzyk, Der Entfernungseindruck, ein entscheidender Faktor 
fiir die Qualitit elektroakustischer Darbietungen, ftir die Raumakustik und 
fiir den Musikinstrumentenbau, Elektrotechnik und Maschinenbau 65 (1948), 
S. 67. — Von der Tatsache, daf die tiefen Frequenzen tatsichlich fiir die 
Plastizitit des Klangeindruckes mafgebend sind, kann man sich leicht bei 
Radiotibertragungen tiberzeugen. Schneidet man die tiefen Frequenzen 
unterhalb.300 Hz ab, verwendet man Lautsprecher, die die tiefen Téne schlecht 
abstrahlen, oder stellt man die Lautstiirke zu leise ein (dann fallen naimlich 
die tieffrequenten Einschwingvorgiinge infolge der geringeren Ohrempfind- 
lichkeit fiir tiefe Téne-bei geringeren Lautstirken zuerst unter die 
Horgrenze), so klingen musikalische Darbietungen sofort unlebendig und 
unplastisch, d. h. leierkastenartig. 

5) Es sei besonders vermerkt, da die Frequenzkurve einer Geige kein 
eindeutiges Wertmaf fiir ihre Qualitét darstellt. Das ware nur der Fall, 
wenn das menschliche Ohr eine genaue Fourier-Analyse ausfiihren, d. h. also 
bei tiefen Frequenzen und unperiodischen Vorgingen tiber grofe Zeit- 
intervalle integrieren wiirde. Da das aber keineswegs der Fall ist, hangt 
der Klangeindruck gerade bei den tiefen Frequenzen, im Gegensatz zur 
Helmholzschen Theorie des Hiérens und zum Ohmschen Gesetz der Akustik, 
wesentlich von der Phase der Teilténe ab. Wiirde die Helmholzsche 
Resonanztheorie gelten, so diirfte man z. B. keine Echos empfinden, sondern ~ 
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Beim Bau hochwertiger Geigen mu demnach dafiir gesoret 
werden, daf} besonders bei tiefen Frequenzen keine Knoten- 
linien auftreten. Um das zu erreichen, mu8 die Geschwindigkeit 
der Biegewellen in Geigendecke und -boden und damit der 
E-Modul grof, das Holz leicht und die Wélbung und ihre Dicke 
sorgfaltig durchdacht sein®). Allzugrofe Steifigkeit mu8 natiirlich 
vermieden werden, da sonst die Geige zu hoch abgestimmt 
und zu unempfindlich wiirde. Andererseits darf die Geige auch 
nicht zu weich, d.h. die Holzdicke nicht zu gering sein, damit 
die Kinschwingvorginge die Strahlungsdimpfung nicht reduzieren. 
Sollen die Einschwingvorginge markant hervortreten, darf weiters 
die innere Dampfung des Holzes nicht zu grof sein; dhnliches 
gilt auch fiir einen guten mechanisch akustischen Wirkungsgrad. 
Da Holz durch lange Lagerung hiarter und dimpfungsirmer wird, 
ist es verstandlich, dafS{ Geigen mit zunehmendem Alter in der 
Regel besser werden. 

Die Wissenschaft erméglicht es heute, Geigen zu bauen, 
die denen Stradivaris sehr nahe kommen und sie im Lauf der 
Zeit noch tibertreffen werden. Das beweisen schon z. B. heute 
die modernen Wiener Geigen, bei deren Konstruktion unter 
anderem die hier besprochenen Grundsitze leitend waren’), 
indem das Prinzip der nichtunterteilten Schwingung (Kolben- 
membran) vorangestellt und die Geige als zweimembranigen 
Lautsprecher aufgefaBt wurde, dem die Aufgabe zufallt, 
die Saitenschwingung verzerrungsfrei zu _ verstarken und 
abzustrahlen. Lineare Verzerrungen, wie z. B. eine zu kraftige 
Abstrahlung der hohen Frequenzen, haben erfahrungsgemaf 
einen scharfen und harten Klang zur Folge, nichtlineare 
Verzerrungen dagegen erzeugen Differenzténe und bewirken 
eine Kopplung zwischen den nichtharmonischen Kigenfrequenzen 
des Geigenkérpers, die sich besonders bei den Ein- und Aus- 
schwingvorgiingen durch einen rauhen und unangenehmen 
Klangeindruck st6rend bemerkbar machen k6nnen. 


miifte statt dessen lediglich die angestofenen, exponentiell abklingenden 
Eigenfrequenzen héren. Die Tatsache des Entfernungseindruckes ist ein 


_ weiterer Beweis dafiir, daB das Klangbild nicht durch die Amplituden der 


Teilténe allein bestimmt ist. Békésys Wirbeltheorie des Hérens fiihrt hier 
za einer volligen Klirung der Verhiiltnisse, Hinzelheiten hieriiber seien 
aber einer spiteren Veréffentlichung vorbehalten. 3 

6) Die Wiederentdeckung der wahren Bedeutung der Wélbung und 
ihres entscheidenden Einflusses auf die Qualitiit einer Geige geht auf 


W. Lutschinger zuriick. “ ; 
7) Vortrag von W. Lutschinger vor der Gesellschaft fiir Naturwissen- 


schaft und Technik in Wien, im Dezember 1947. 


Die mechanisch-biologische Wirkung des Ultra- 
schalles auf Grund der Analogie zwischen Schall 
und Wiirme. 

Von 
Eugen Skudrzyk. 


Mitteilung aus dem Institut fiir Schwachstromtechnik der 
Techn. Hochschule in Wien. 


(Eingelangt am 18. Februar 1946.) 


Schall und Wirme sind in Wesen und Wirkung verwandte Erscheinungen: 
Man verbrennt sich mit Ultraschall, kann mit Schall kalt verdampfen und kalt 
kochen. Man kann dem Schall sogar eine Temperatur zuschreiben und den 
heute immer noch problematischen Schallstrahlungsdruck nach dem Boyle- 
Mariotteschen Gesetz berechnen. Der wesentliche physikalische Unterschied 
zwischen Schall und Warme beruht darin, dai die Warmeschwingungen 
einem statistischen Gleichgewichtszustand entsprechen und sich daher 
dauernd erhalten, wiihrend die infolge der inneren Reibung gedaémpften Schall- 
wellen allmiéhlich in das Warmespektrum tibergehen. Ausschlaggebend fiir die 
physiologisch-medizinische Wirkung des Ultraschalles ist die im Vergleich 
zu den Warmeschwingungen wesentlich tiefere Frequenzlage, die dadurch 
bedingten gréferen Schwingungsamplituden und die starkere Kavitation. 


Das Studium des Ultraschalles hat im letzten Jahrzehnt 
zu Erfolgen gefiihrt, die alle Erwartungen tibertroffen haben; 
man hat sich seine intensive mechanische und thermische 
Wirkung in Medizin, Chemie und Metallurgie dienstbar gemacht. 
Mannigfaltig sind die Méglichkeiten in der Medizin. Manche 
der Gehorerkrankungen kénnen durch Ultraschall geheilt und 
gewisse Arten von Schwerhdrigkeit gemildert werden'!). Die 
Zahnbehandlung wird durch den Ultraschall auf eine neue 
Basis gestellt, Kiterherde lassen sich durch Ultraschall beseitigen, 
bei der Bestrahlung von Rheumatikern wurden grofe Erfolge 
erzielt?). Besonders segensreich aber diirfte sich der Ultraschall 
bei der Bek’impfung des Krebses’) auswirken; es kann schon 


1) L. Wyt, Die Ultraschallbehandlung von Ohrgeriuschen. Medizinische 
Wochenschrift, Wien. 1948. S. 405. 

?) Vgl. die von der Firma Ultraakust-Geritebau Ruhmannsfelden 
Ndb. (Deutschland) herausgegebene Z. fiir medizinischen Ultraschall (2 Hefte 
bisher erschienen). ; 

8’) H. Auler, W. Woik, Die Einwirkung von Ultraschallwellen auf die 
Krebszellen des Méauseascites. Z. fiir Krebsforschung 53 (1942), S. 90. —_ 
C. Wiethe, Klinische Erfahrungen mit Ultraschall. Wiener klinische Wochen- 
schrift 2 (1948), S. 1. 
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heute als erwiesen gelten, daf Krebszellen durch kraftigen 
Ultraschall wesentlich stiirker geschidigt werden als gesunde 
Zellen. Leider wird die nutzbringende Anwendung des Ultra- 
schalles durch die mangelhafte Kenntnis seinesWesens erschwert; 
die Arzte sind im unklaren beziiglich der zu verwendenden 
Frequenzen und Intensititen; es fehlt an systematischen Unter- 
suchungen. Es ist daher an der Zeit, die Ursachen der inten- 
siven Wirkung des Ultraschalles zu erértern und sie in eine 
Reihe von Elementarerscheinungen zu zerlegen. 


Am einfachsten zu itibersehen ist die durch die innere 
Reibung bedingte Wirkung des Ultraschalles4); die Schallwellen 
dringen tief in die Gewebe ein und verursachen eine leichte 
Erwarmung. Schwebeteilchen (Nebeltrépfchen, Blutkérperchen) 
werden bei tiefen Frequenzen infolge der inneren Reibung von der 
Schallbewegung mitgefiihrt. Mit zunehmender Frequenz machen 
sich aber ihre Tragheitswiderstinde immer stirker bemerkbar, 
so daf} die Teilchen in bezug auf die Schallbewegung zuriick- 
bleiben und schlief lich tiberhaupt nicht mehr mitschwingen4). 
In diesem Frequenzbereich, der bei Nebeltrépfchen in Luft 
oberhalb 50 kHz, bei kolloidalen Kalkteilechen in Wasser und 
den Blutkérperchen im Blut oberhalb von etwa 1 MHz liegt, 
ist die Relativgeschwindigkeit der Teilchen gleich der Schall- 
schnelle des Mediums. Es treten daher Reibungsverluste auf. 
Die Reibungsleistung auf ert sich offenbar in einer Temperatur- 
erhdhung des Teilchens und des angrenzenden Mediums 
und 1Ja8t sich nach der bekannten Sfokeschen Formel 
leicht abschatzen. Man wiirde zunichst annehmen, da der 
groBte Teil der Reibungswirme durch das am _ Teilchen 
vorbeistr6mende Medium abgefiihrt wird. Das ist aber keines- 
wegs der Fall, denn bei den hohen Frequenzen sind die Schall- 
‘amplituden selbst bei den stirksten Intensitéten, die wir heute 
erzeugen konnen, nur von der Gréfenordnung der Atomdurch- 
messer. Es ist daher verstaéndlich, da im Falle kleiner Teilchen, 
scharfer Kanten oder Spitzen so hohe Temperaturen entstehen 
konnen, daf} die Teilchen zerspringen oder oberflachlich ab- 
~schmelzen, bis sie klein genug sind, die Schallbewegung vollig 
mitzumachen. 

| Auch die Bjerknesskrifte+) spielen in der Akustik eine 
Rolle: Zwei gleichphasig schwingende Teilchen ziehen sich an, 
_ ahniich wie sich zwei gleichnamige Magnetpole abstofen. Diese 
_ Anziehungskriafte werden durch Strémungen ausgelést, die sich 
zwischen den Teilchen ausbilden. Sie sind der Energiedichte 
des Schalles proportional und haben die bekannte akustische 
Koagulation zur Folge, die bei Nebeltrépfchen oder Rauchteilchen 


, 4) Vgl. die zusammenfassenden Referate in Hiedemann, Ultraschall- 
forschung; Bergmann, Ultraschall. 
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sehr schén sichtbar gemacht werden kann. Bei starker Be- 
schallung koagulieren die Teilchen zu grofen Tropfen (Regen 
nach Flakfeuer) oder dichten Flocken (Rauch, Staub). 


In Fliissigkeiten ist schlieBlich die unter dem Namen 
,Kavitation* bekannte Erscheinung von gréBter Bedeutung‘). 
Bei Schalleistungen von 1 Watt/cm? treten beispielsweise in 
Wasser bereits Schalldruckamplituden von 1,5 Atm. auf. In der 
Unterdruckphase steht das Medium daher unter einer starken 
Zugspannung und neigt dazu, an kleinen Schwebeteilchen und 
scharfen Kanten, wo auch die Reibungswirme ihren Teil bei- 
trigt, aufzureifen; es bilden sich kleine Blaschen. Sobald aber die 
Zugspannung wieder aufhért, stehen die Blaschen unter dem Uber- 
druck 2a/r der Oberflachenspannung a, der mit abnehmenden 
Blischenradien r sehr groSe Werte annimmt. Die Blaschen 
lésen sich daher explosionsartig auf, sie zerknallen und er- 
zeugen dabei einen sekundaren Druckstof, der mehrere hundert 
Atmosphiiren betragen kann. Da das Aufreifien des Mediums 
an das Entstehen von Blaschenkeimen gebunden ist und daher 
Zeit bendtigt, tritt die Kavitation bei den tiefen Frequenzen 
besonders kraftig auf. Da®B der KavitationsprozeB starke korro- 
dierende Wirkungen auslist, braucht kaum besonders betont 
zu werden. Rasierklingen werden nach kurzer Beschallung 
unbrauchbar, Staniolbelage zerreiBen4); die Kavitation bedeutet 
sogar den Tod der meisten Schiffsschrauben. (Sie wird durch 
die Schraubenbewegung auf der Unterdruckseite ausgel6st.) Es ist 
wahrscheinlich, da8 der Kavitation auch bei der Bekampfung 
des Krebses eine wichtige Rolle zufallen wird (Magnetostriktions- 
schwinger, Frequenzen zwischen 10 und 150 kHz!). 


Wenn wir zu hdheren Frequenzen tibergehen, entziehen 
sich die Einzelheiten der Wellenausbreitung immer mehr unserer 
Beobachtung; es liegt daher nahe, die detaillierte Wellenvor- 
stellung tiberhaupt fallen zu lassen und die Wirkung des Ultra- 
schalles allein auf Grund seines Vorrats an mechanischer Energie 
zu untersuchen. Bekanntlich besitzen alle Kérper von Natur 
aus ein betrachtliches Ma&B mechanischer Schwingungsenergie 
in ihrer Warmebewegung, d.h. in der Brownschen Molekular- 
bewegung. Nach der Debeyeschen Theorie der spezifischen 
Wirme fester K6rper5), die sich ohne weiteres auf Fltissigkeiten 
und Gase ausdehnen la8t, wird die Warmebewegung als Viel- 
zahl elastischer Eigenschwingungen (Schallschwingungen) auf- 
gefaBt, die untereinander leicht gekoppelt sind. Die urspriing- 
liche Schwingungsenergie verteilt sich daher allmahlich auf das 
gesamte Higenwertspektrum, es bildet sich eine stationare 
Energieverteilung aus, die dauernd erhalten bleibt, wie immer 


5) M. Schafer, Kinfiihrung in die theoretische Physik, Bd. II, oder eines’ 
der tibrigen Standardwerke. , 


; 


| 
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auch der Anfangszustand geartet war. Die innere Energie einer 
solchen statistisch-thermisch angeregten Schwingung kann leicht 
mit Hilfe der bekannten Planckschen Formel des harmonischen 
Oszillators berechnet werden: 


hv 

Oe eats Teg) (1) 
Sie hangt nur von der Frequenz und von der Temperatur ab. 
Bei hohen Temperaturen (= Zimmertemperatur) ist der Ex- 
ponent klein gegen 1, die Energie erreicht den groftmoéglichen 
Wert kT. Bei tieferen Temperaturen dagegen reicht die Warme- 
bewegung nicht mehr zu ihrer vollstindigen Anregung aus 
(entsprechend wird u,< kT). Bemerkenswert ist ferner die fiir 
die Warmebewegung charakteristische Tatsache, da® die mittlere 
Energie einer Eigenschwingung nicht von der Gréfe des Kérpers 
abhangt, sondern je Freiheitsgrad genau so gro® ist wie die 
eines Molekiils oder etwa eines durch die Brownsche Molekular- 
bewegung ausgestoBenen Galvanometerspiegels. Da aber bei 
groferen Kérpern die Higenfrequenzen entsprechend dichter 
liegen, ist der Warmeinhalt dennoch der Kérpergréfe proportional. 
Ware der Korper ein ideales Kontinuum, so wiirde er un- 
endlich viele Kigenschwingungen ausfiihren und sein Energie- 
inhalt als Summe der unendlich vielen Beitriige (1) unendlich 
gro werden (schon aus diesem Grund kann es keine idealen 
Kontinua endlicher Gréfe geben). Da er aber aus N Molektilen 
aufgebaut ist, kann er héchstens 3 N Eigenschwingungen aus- 
fiihren. Man konnte ihre Frequenzen nach der Raumgittertheorie 
berechnen (was auch tatsachlich geschehen ist), gelangt jedoch 
schneller zum Ziel, wenn man den KoOrper in erster Naiherung 


als Kontinuum auffaf8t und dessen asymptotisch berechnete 
_ Kigenfrequenzreihe nach der 3N-ten abbricht; man gewinnt 


auch so eine brauchbare Naherung. Die Hlastizitatstheorie ergibt 
fiir die 3 N-te Eigenfrequenz, der héchsten Frequenz des Warme- 
spektrums, den Ausdruck: 


ea 1 
‘6 4a V 28 1 1/é 


N =Zahl der Molekiile im Volumen J, 
c; = Schallgeschwindigkeit fiir Longitudinalwellen, 
c; = Schallgeschwindigkeit fiir Schubwellen. 


Fiir Fliissigkeiten und Gase ist im Nenner der Summand 
| 2/c¢ zu streichen. Man erhalt dann fiir Wasser y, = 4,4.10!? Hz, 
fiir Luft y,-= 8,9.10!0 Hz, also Frequenzen, bei denen die Wellen- 
lange gréSenordnungsmabig gleich dem Atomabstand ist. Fiir die 
im Frequenzintervall dv enthaltene Schwingungsenergie geht 
dann durch Multiplikation von Gl. (1) mit der asymptotisch be- 


(2) 


I 
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stimmten Zahl der im Intervall dv enthaltenen Eigenfrequenzen 
folgender Ausdruck hervor: 


9N hvvdv 
oo a (3) 


Bei Zimmertemperatur ist Av, klein gegen 1, so dafX die 
Exponentialfunktion in eine Reihe entwickelt werden kann: 
Es ergibt sich: 


U=3 NRT (3v2 dv/\*) = 3 U, v2 dv/yy. (4) 
U, = Wirmeinhalt des Korpers. 


Die spektrale Energieverteilung nimmt somit quadratisch 
bis zur Gasfrequenz zu. Bei sehr tiefen Temperaturen geht 
jedoch der quadratische Anstieg gemaf® Gl. (3) allmahlich in 
einen exponentiellen Abfall tiber. Bei Temperaturen von 0,19 
liegt das Maximum der spektralen Energieverteilung bei Fre- 
quenzen von der Gréfenordnung 100 MHz, also bereits bei 
hdheren Ultraschallfrequenzen. Es ist daher wahrscheinlich, da 
in der unmittelbaren Nahe des absoluten Nullpunktes Warme 
und Schall immer mehr ineinandergreifen, bis schlieSlich auch 
~ die Ausbreitungsgeschwindigkeiten tibereinstimmen (vgl. weiter 
unten). 

Berechnet man die Energiedichte der Warmeschwingungen 
im Frequenzbereich 1—4 kHz, so erhalt man Zahlenwerte, die 
nur wenig unter der Hérschwelle liegen. Tatsachlich ist ja be- 
kannt, daB die Brownsche Molekularbewegung beinahe horbar 
ist. (Das Muschelrauschen im Frequenzbereich 3—5 kHz ist 
offenbar eine Folge der durch Resonanz verstarkten Brownschen 
Molekularbewegung.) Im Wasser entspricht die Energiedichte der 
Warmeschwingungen im Frequenzbereich 100—200 MHz einer 
Schalleistung von 10-> Watt/cm2, im Bereich 1000—2000 MHz 
bereits einer Schalleistung von 10—' Watt/cm2. Das bedeutet, daf 
bei héheren Frequenzen die heute erzeugbaren Schalleistungen 
bereits in der Brownschen Molekularbewegung untergehen 
wiirden. Die gesamte Wirmeenergie des Wassers betragt bei 
300° K etwa 300 cal. Grad = 1300 Watt.sek/cm’. Hiner Ultraschall- 
leistung von 1 Watt/em? dagegen entspricht die fast 100millionen- 
mal geringere Energiedichte von 1/c; = 6,6.10-° Watt.sek/cm§, 


Infolge der Kleinheit der Schallenergie im Vergleich zum 
Wiarmeinhalt des Kérpers ist es erlaubt, die Schallbewegung 
als zusitzliche Brownsche Molekularbewegung aufzufassen und 
sie nach den Methoden der mathematischen Stérungstheorie zu 
behandeln. Wir kommen so zum Ergebnis, dafs der Schall einen 
Spezialfall der Warmebewegung darstellt und es nur eine Frage 
der Definition ist, was wir als Schall und was wir als Warme 
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bezeichnen wollen. Tatsachlich waren wir heute schon in der 
Lage, die Warmebewegung in der Nihe des absoluten Null- 
punktes durch Ultraschallquarze hervorzurufen. 


Diese Analogie zwischen Schall und Warme 4dufert sich 


auch in ihren Wirkungen. 


1. Ein Ubermaf an Warme ruft Verbrennungen hervor; 
starker Ultraschall hat die gleichen Folgen. Da der Ultraschall 
bei Frequenzen unterhalb 1 MHz tief in die Gewebe, sogar in 


die Knochen eindringt, lost die Verbrennung ein ungewoéhnlich 
_stechendes Schmerzgefiihl aus. Merkwiirdig ist, da8 die Nerven 


trotz der grofen Schallgeschwindigkeit bei schwachen Schall- 


intensitaten erst nach Zeitintervallen von der Gréfenordnung 
einer Sekunde auf die Schalleinwirkung reagieren. 


2. Beim Erwarmen verdampfen Fliissigkeiten und beginnen 
schlieBlich zu kochen. An rauhen Stellen der GefaBwande und 
an Schwebeteilchen kann eine explosionsartige Entwicklung 
von Blaschen beobachtet werden. Nach kurzer Zeit sind die 


-gasenden Stellen verbraucht (d. h. abgeschmolzen oder abge- 


bréckelt) und neue tibernehmen die Blaéschenproduktion. 


Die Bjerknesskrafte fiihren zu einer Koagulation aller benach- 
barten gleichphasig schwingenden Teilchen. Da die mechanischen 
Wellenlangen der Warmeschwingung nur von der Grdfenordnung 
der Atomabstinde sind, beschrankt sich diese Koagulation auf 
Zonen von héchstens der Gréfe eines Eiweifnrolektils. Ganz 
ahnliche Beobachtungen macht man bei der Ultraschallkavi- 
tation; man erkennt hier noch deutlicher als beim Kochen, daf 
der Reibungswarme ein wesentlicher Anteil an der Blaschen- 
entwicklung zukommt. — Durch Kavitation werden, wie durch 
Kochen, Fliissigkeiten und Schmelzen entgast, feste Stoffe 
beschleunigt gelést. Durch Ultraschallkavitation ist es sogar 
méglich, stabile Emulsionen herzustellen und Metalle, z. B. 
Quecksilber, in Wasser zu dispergieren. Nur eines unterscheidet 
die verwandten Prozesse: infolge der relativ geringen Energie- 
dichte des Ultraschalles reichen die Bjerknesskrifte im allge- 
‘meinen nicht aus, den Eiweifgehalt der Zellen wie beim Kochen 
zu koagulieren. Dafiir tritt aber unter giinstigen Umstanden 


-Flockenbildung, d. h. eine ahnliche.Koagulation im Grofen auf. 


. 


3. Erwirmte Kérper dehnen sich aus. Auch die Beschallung 
fiihrt eine Ausdehnung in der Fortschreitungsrichtung der 
Wellen herbei. Wenn man diese Ausdehnung z. B. durch Ein-~ 
fiihren eines starren unbeweglichen Kérpers verhindert, so wird 
auf diesen der ,Schallstrahlungsdruck* ausgeiibt. Es ist be- 
merkenswert, daf der ,Schallstrahlungsdruck* gaskinetisch ge- 

eutet und berechnet werden kann. Der Druck ist als zeitlicher 
Mittelwert der auf die Einheit der Begrenzungsflache wirkenden 
Krifte definiert: 
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z % 
Laks dete ('s cee ee yeaa Si 
p=z [Kat=5 | S| mxdt=)) mvs Si mor. (5) 
0 0 
m= Masse eines Molekiils, 
UV}, Vo = Geschwindigkeiten des Molekiils vor und nach 
dem Zusammenstoi mit der Wandung. 


In der Zeiteinheit prallen offenbar alle die Molektile auf 
die Wandung auf, die in der positiven Richtung fortschreiten 
und sich in einem Zylinder von der Héhe v = 0, befinden; ihre 
Masse ist 500 (0 = Dichte). Nun wird beim ideal elastischen 
Zusammensto® das Molekiil mit der gleichen Geschwindigkeit 
zuriickreflektiert, so da& die gesamte Geschwindigkeitsanderung 
2v betrigt; also gilt: 


py = 500.20= 02 (6) 


Fiihren die Molektile eine zusitzliche Schallbewegung wu 
aus, so ist ihre Geschwindigkeit v--u, und man erhalt ent- 
sprechend: 


p=spotu2@+u=pe+2puvtpw. 


Das erste Glied entspricht dem atmosphiarischen Druck, 
das zweite, das periodisch mit wu ist, dem Schalldruck, das 
dritte ist Ahnlich gebaut wie das erste und stellt den Schall- 
strahlungsdruck dar: 


Petr = 0 U2? = EF. (8) 
Es bedeutet den Impulstransport durch die Flachenein- 
heit infolge der Schallbewegung und ist mit der Energie- 


dichte E in der Schallwelle identisch (maximale kinetische 
Energiedichte = maximale potentielle Energiedichte = Gesamt- 


energiedichte = 2 - ou’); die mysteridse Beziehung ,Schall- 


strahlungsdruck = Energiedichte* findet so ihre anschauliche 
Deutung. Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und 
eine Schalltemperatur 7; durch die der gewéhnlichen Tempera- 
turdefinition analoge Beziehung einfiihren: : 


H=26, T,- bei» Gasen, 
E= oc, T, bei Fliissigkeiten und festen Kérpern, (9) 
c  spezifische Warme. 


Der Faktor 2 bei Gasen tragt der Tatsache Rechnung, 
da die Schallwelle neben kinetischer auch potentielle Energie 
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aufweist, so da®B die Zahl der Freiheitsgrade verdoppelt wird. 

' (Daf diese Korrektur notwendig ist, stellt einen weiteren Beweis 
fiir das Versagen der gaskinetischen Methoden dar, sobald die 
Dichte zeit- und ortsabhiangig wird.®)) Bei festen KOrpern sind 
| die potentiellen Freiheitsgrade jedoch bereits in der spezifischen 
Warme beriicksichtigt. Man kann den Schalistrahlungsdruck 
/sogar nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz berechnen, wenn 
man die gewohnliche Temperatur durch die Schalitemperatur (7) 
| ersetzt und mit dem Faktor 3 multipliziert; der Strahlungsdruck 
‘weist namlich nur eine Komponente in der Fortschreitungs- 
itichtung der Welle auf, das Boyle-Mariottesche Gesetz liefert 
iden raumlichen Mittelwert des Druckes. 

Soweit stimmt die Wirkung des Schalles mit der der 
-Warme iiberein. Es treten aber auch gewisse Diskrepanzen auf; 
(sie sind es zum Teil, die den Erfolg des Ultraschalles in der 
| Medizin bedingen: 

1. Man verbrennt sich z. B. bei einer Frequenz von 500 kHz 
jmit Schallstrahlen, einer Leistung von nur 2 Watt/em2; dieser 
| Leistung entspricht eine Energiedichte von 2/1,5.165 — 1,4.10-5 
'Watt.sek/em? und eine Schalltemperatur von 1,4.10-5/4,2 = 

=3,3.10-° Grad. Eine Schalltemperatur von !/s99.909 Grad 
iruft also bereits Verbrennungserscheinungen hervor; der Schall 
‘erweist sich in diesem Fall ungefahr 10,000.000 wirksamer als 
(die Warme (20° Wassertemperatur -- 33° zusitzliche Tempe- 
iratur). Wir mtissen vermuten, daf die Ursache fiir die intensive 
'Wirkung des Ultraschalles seine wesentlich tiefere Frequenz- 
\lage ist. Denn im Warmespektrum (des Wassers z. B.) liegt 
i der wesentliche Anteil der Schwingungsenergie bei Frequenzen 
'von der Gré®enordnung 4.10!2 Hz, wahrend wir es beim medi- 
jZinischen Ultraschall gew6hnlich mit Schwingungen von etwa 
-500 kHz zu tun haben, die gerade so viel tiefer liegen, als der 
| Ultraschall physiologisch wirksamer ist als die W&érme. 

Nun haben wir bei der Besprechung der Gl. (8) festgestellt, daB 
)die Energiedichte dem Quadrat der Geschwindigkeitsamplitude 
| Bezerbonal ist. Die Schwingungsamplitude selber nimmt also 
bei vorgegebener Energiedichte mit abnehmender Frequenz y 
| proportional !/y zu. Es ist daher naheliegend, einen Teil der 
| physiologischen Wirkung des Ultraschalles mit den Schwingungs- 
jamplituden in Verbindung zu bringen, die eben bei gleicher 
| Energiedichte beim Schall infolge der tiefen Frequenzlage 
| eee grofer sind, als die der Warmebewegung. 
M| 
4 


SchlieBlich ist ja auch die Warmeausdehnung und damit die 
/Ausdehnung beschallter Stoffe eine Funktion der Schwingungs- 
bie denn sie wird ja gem&8 der geliufigen Erklérung auf 
3 6) E. Skudrzyk, Die Theorie der inneren Reibung in Gasen und Fliissig- 


“seiten und die Schallabsorption. Acta Phys. Austr. 2 (1948), Heft2; Die innere 
Reibung in Gasen und Fliissigkeiten. M. und W. 8 (1948), S. 7. 
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die Nichtlinearitit der zwischen den Molektilen auftretenden Kraft- 
wirkungen (als Funktion des Molekiilabstandes) zuriickgefiihrt®). 
Bei tieferen Frequenzen dagegen werden wegen der groBen 
Schallwellenlingen die Zellen nur hin und herbewegt, so da 
diese ,Pseudowérmewirkung“ sich nicht ausbilden kann. 

Wir kommen so zu der Erkenntnis, da8 Ultraschallschwin- 
gungen hdherer Frequenz in den Geweben eine millionenfach 
groBere Warmeausdehnung hervorrufen als energiegleiche W arme- 
strahlen; die Zellen werden kraftig massiert und durchgeknetet, 
eventuelle Verkalkungen gelist oder zersprengt, wahrend die 
Energiedichte dabei so gering bleibt, dafi das Hiweif nicht 
gerinnen kann. Das ist offenbar neben der Kavitation die Er- 
klirung fiir die erstaunlichen Erfolge der Ultraschalltherapie. 

2. Die Ultraschallschwingungen breiten sich mit grofer 
Geschwindigkeit aus, die Warmewellen dagegen pflanzen sich 
nur langsam fort. Die geringe Ausbreitungsgeschwindigkeit 
der Wirmewellen kann nicht als Gruppengeschwindigkeit der 
Schallwellen gedeutet werden, da hierfiir im Widerspruch zur 
Erfahrung eine nahezu unendliche Dispersion Voraussetzung 
wire. Nun entsprechen aber die Warmeschwingungen einem 
statistischen Gleichgewicht, d. h. sie erhalten sich dauernd, 
indem sie in der Zeiteinheit genau so viel Energie von anderen 
Schwingungen und durch die elektromagnetische Strahlung 
aufnehmen, als sie abgeben. Schallwellen dagegen sind bei 
hohen Frequenzen auferst stark gedampft. Nun kann aber 
der Vorgang der Warmeleitung sicherlich nicht als statistisches 
Gleichgewicht aufgefaBt werden; die Dampfung der mecha- 
nischen Wellen darf daher nicht mehr vernachlassigt werden. 
Extrapoliert man die bekannten Formeln, so ergeben sich bei 
den hohen Wiarmefrequenzen Dimpfungen von der Grdfen- 
ordnung 1db je Atomabstand. Die Schallwellen sind daher 
nach wenigen Atomabstianden abgeklungen, und die Geschwin- 
digkeit der Warmewellen wird im wesentlichen eine Frage der 
Einstelldauer des statistischen Gleichgewichtes.’) Nur in unmittel- 
barer Nahe des absoluten Nullpunktes, wo die Warmeschwin- 
gungen hdherer Frequenz keine nennenswerte Energie mehr 
fiihren, die energetisch tiberwiegenden Schwingungen also nicht 
mehr so stark gedimpft sind, ware mit einer der Schallge- 
schwindigkeit am absoluten Nullpunkt entsprechenden Aus- 
breitungsgeschwindigkeit der Warmewellen zu rechnen. ti 

3. Durch W4&rme ist es nicht mdglich, eine dem Schall- 
sprudel analoge Wirkung hervorzurufen; das Wallen und Brodeln 


_ 1) Die Debeyesche Theorie operiert also im wesentlichen mit Wellen, 
die ,aperiodisch* gedimpft sind; darin liegt ihre Schwiche. Daf die Wellen- 
vorstellungen offenbar trotzdem beibehalten werden kénnen (vgl. Rand- 
bedingungen), muf’ daher dem implicite vorausgesetztem  statistischen 
Gleichgewicht zuzuschreiben sein. 
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beim Kochen diirfte nur auf sekundire Begleiterscheinungen 
(Gasentwicklung usw.) zuriickzufiihren sein. Vorausetzung fiir 
einen akustischen Springbrunnen ist eine zu beiden Seiten der 
Oberflache verschiedene Schailenergiedichte; bei einem durch 
Warme verursachten Sprudel miifite entsprechend die Tem- 
peratur zu beiden Seiten der Oberfliche verschieden sein; in- 
folge der langsamen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirme 
und der Strahlungsverluste kann jedoch nur ein stetiger Tem- 
peraturiibergang beim Durchtritt durch die Grenzschicht auf- 
treten, so da} die Voraussetzungen fiir einen Sprudel nicht 
erfiillt sind. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daf die innere 
Reibung die primare Ursache fiir die Kopplung zwischen den 
im Warmespektrum auftretenden mechanischen Eigenschwin- 
gungen ist und nicht etwaige Nichtlinearitaten ihres elastischen 
Verhaltens. Denn diese Kopplung leitet den Anfangszustand, 
der auch eine Schallschwingung sein kann, allmiéhlich in das 
Warmespektrum itiber. Zum anderen Teil ist es die innere 
Reibung, die die Umwandlung von Schall in Warme herbei- 
fiihrt. Die innere Reibung und die Kopplung zwischen den 
EKigenschwingungen sind daher offenbar identische Erscheinungen. 
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Abhingigkeit der Réntgen-Kleinwinkelstreuung 
von Form und Anordnung der kolloiden Teilchen 
in dichtgepackten Systemen. 


I. Mitteilung: 
Das Lamellenpaket. 
Von 
Giinther Porod. 
Institut fiir theoretische und physikalische Chemie der Universitat Graz. 


Mit 4 Abbildungen. 
(Eingelangt am 5. Marz 1948.) 


Zusammenfassung. 


Im Anschlu8 an Betrachtungen von O. Kratky tiber den Aufbau der 
Zellulose aus Mizellenpaketen wird die Réntgenstreuung eines speziellen 
Modells fiir die orientierte Zellulosefaser berechnet. Es zeigt sich, daf 
zwischen einer Kleinst- und Kleinwinkelstreuung unterschieden werden 
mu, wovon nur die erstere bei der Zellulose gefunden wurde. Das Rechen- 
ergebnis fiihrt zu dem Schluf, daf in Ubereinstimmung mit O. Kratky in 
dichtgepackten Systemen in erster Linie die Anordnung der Teilchen fiir 
das Streuverhalten mafigebend ist. Hinsichtlich der Anordnung resultiert 
eine Zweiteilung in paketartige und gleichmafig dichtgepackte Systeme. 
Es wird darauf hingewiesen, daf} es sich bei ersteren um einen in der 
Natur weitverbreiteten Bautyp handelt. 


I. Problemstellung. 
Unter dichtgepackten Systemen mdgen_solche_ kolloide 


Systeme verstanden werden, bei denen die Teilchen so dicht ~ 


gelagert sind, daf ihre gegenseitigen Abstande mit den Ab- 
messungen der Teilchen selbst vergleichbar sind. Dabei tritt 
gegentiber den verdiinnten!) Systemen die Komplikation auf, 
da® die wechselseitige Interferenz der von den einzelnen Teil- 
chen ausgehenden Streuwellen nicht mehr vernachlassigt werden 
darf?). Eine allgemeine Diskussion des Streuverhaltens erscheint 


hier wesentlich schwieriger, denn zu der Mannigfaltigkeit der 


Teilchenformen tritt die uniibersehbare Zahl der Packungs- 
moglichkeiten. Trotzdem ist es méglich, allgemeine Aussagen 
tiber die resultierende Streuung zu machen, da diese in erster 


1) O. Kratky und G. Porod, TIL. Mitteilung Acta Physica Austriaca II, — 
2, 133 (1948), G. Porod, IV. Mitteilung Acta Physica Austriaca II, 3/4, 255 


(1949), im folgenden angefiihrt als 1. ¢. III, 1. ¢. IV. 


| 
| 
| 
| 
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Linie auf die Art der Packung zurtickzufiihren ist, wahrend 
die Eigenstreuung der kolloiden Teilchen nur von sekundiarem 
Kinfluf ist. Diesbeziigliche Rechnungen sind im Gange. 


Fiirs erste wollen wir uns damit begniigen, ein spezielles, 
stark idealisiertes Modell durchzurechnen, um daran die Unter- 
schiede gegeniiber dem Typus der Streukurven an verdiinnten 
Systemen zu studieren. Wir betrachten im Anschlu8 an die 
0. g. Arbeit die orientierte Zellulosefaser. Wie aus neueren 
Untersuchungen) iiber die Orientierung von Faserdiagrammen 
an gestreckten Hydratzellulosefiiden hervorgeht, mu8 man darin 
die Existenz von blattchenférmigen Aggregaten, sogenannten 
Mizellen, annehmen. Die Dicke derselben wurde zu etwa 
60 A bestimmt, die Breite und Lange muf als grof dagegen 
angesehen werden. Durch Dehnen und Pressen der Faser 
konnen diese Mizellen ausgerichtet werden’). Es ist zu er- 
warten, daf} sie sich mit ihren Flachen annidhernd parallel 
anordnen und so eine Art von verwackelten Gitterlinien bilden. 
Bei der Untersuchung der Kleinwinkelstreuung einer so orien- 
tierten Faser ergab sich eine sehr steil abfallende Kurve?4), 
die mit der normalen Streuung an verdiinnten Systemen nicht 
erklart werden kann. Offenbar ist das abweichende Verhalten 
den intermizellaren Interferenzen zuzuschreiben. Von Hose- 
mann®) stammt ein Versuch, die Streuung unter Zugrunde- 
legung einer passenden Verteilungsfunktion auf eine Uber- 
lagerung der Streukurven vieler verschieden dimensionierter 
Kinzelmizellen zuriickzufiihren. Doch fiihrt dieses Verfahren 
auf eine sehr unwahrscheinliche Verteilung der Mizellen, ab- 
gesehen davon, dafi eine Vernachlissigung der gegenseitigen 
Lagerung in diesem Fall prinzipiell nicht zulassig ist. Im ersten 
Abschnitt wird gezeigt werden, da die Variation der Mizellen- 
form und -gréfe keine wesentlichen Unterschiede der Streu- 
kurve ergibt, wenn man eine rein statistische Verteilung 
annimmt. 


2) O. Kratky, A. Sekora und R. Treer, Z. Elektrochem. 48, 587 (1942). 


_— Siehe auch Diskussionsbemerkung von QO. Kratky zu R. Hosemann, 


Z. Elektrochem. 46, 535 (1940). ; 

8) Erstmalig bewiesen durch réntgenspektrographische Beobachtungen 
von A. Burgeni und O. Kratky, Z. physik. Chem. Abt. B 4, 401 (1929). — 
Die Theorie der Deformationsvorginge wurde streng ausgebaut von B. Baule, 
O. Kratky und R. Treer, Z. physik. Chem. (B) 50, 255 (1941); B. Baule 
und O. Kratky Z. physik. Chem. (B) 52, 142 (1942). Siehe ferner O. Kratky 
und H. Mark, Z. physik. Chem. (B) 36, 129 (1937). — Das hier _behandelte 
-Zellulosemodell wurde vorgeschlagen von O. Kratky, Naturwiss. 30, 542 
(1942). — Erstmalig wurde die ,Ordnung in kleinsten Bereichen* auch fiir 


die nichforientierte Zellulosefaser aus dem Verhiltnis von Stibchen- und 


igendoppelbrechung erschlossen. O. fone Kolloid-Z. 68, H. 3 (1934). 
4) O. Kratky, Naturwiss. 26, 94 p 
% R. ican, Z. Physik 113, 751 (1939); 114, 133 (1939); Z. Elektro- 


“chem, 46, 535 (1940). 
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Fiir die weiteren Rechnungen bentitzen wir folgendes 
Modell: Die Mizellen, durch flache Parallelpipede dargestellt, 
sind in wechselnden Abstiinden in einer Gitterlinie angeordnet. 
Die lange Kante hat die Richtung der Faserachse, steht also 
nach der tiblichen Anordnung senkrecht. Die Durchstrahlung 
erfolgt normal zur Gitterlinie, also parallel zur Breitseite. Die 
Zwischenriume sind mit einem Quellungsmittel erfiillt, dessen 
Elektronendichte sich stark von der der Zellulose unterscheiden 
mu. Nach einem Reziprozitatssatz der Optik kann man die 
Streuung der Mizellen durch die Streuung der Zwischenraume 
ersetzen. Der Vorteil liegt darin, daf bei schwach gequollenen 
Fiden der Formfaktor der Schichtdicke vernachlissigt werden 
kann. Besonders wichtig ist der Ansatz fiir die Anordnung der 
Mizellen, bzw. Zwischenschichten. Solche quasikristalline Struk- 
turen sind schon vielfach behandelt worden, so von Debye, 
Mencke, Zernicke, Prins u. a. Wir wollen hier einem Gedanken- 
gang von O. Kratky®) folgen, der die Abstandsverteilung in 
Fliissigkeiten zugrunde legt. Danach zeigt der Abstand zwischen 
zwei benachbarten Schichten eine Schwankung um einen Mittel- 
wert do, die durch eine Gaufsche Glockenkurve dargestellt 
werden kann. Dann folgt aus den Gesetzen der Statistik, dai 
der Abstand zwischen zwei entfernteren Schichten, z. B. der 
ersten und dritten, ebenfalls nach dem Gaufschen Gesetz um 
den Mittelwert 2d) schwankt, wobei aber die mittlere Schwan- 
kung jetzt /2mal so gro ist wie im ersten Fall. Liegen all- 
gemein zwischen zwei Schichten n Mizellen, so ist der mittlere 
Abstand ndo, die mittlere Schwankung mal der _urspriing- 
lichen. Dadurch wird bewirkt, da®8 nur in der Umgebung einer 
Schicht eine kristallihnliche Anordnung vorliegt, wahrend ent- 
ferntere Schichten fast keine Phasenbeziehung mehr zeigen. 


Der Wert eines solchen Modells hingt natiirlich davon ab, 
wieweit man daraus auf die tatsichlichen Verhaltnisse zurtick- 
schlieBen kann. Es wird daher unsere Aufgabe sein, zu zeigen, 
da® alle willktirlichen Annahmen, wie Lange und Breite der 
Mizellen, Schwankungsgrad und Anzahl der Schichten, auf die 
Form der Streukurve nur sekundiren Einflu®8 haben. 


II. Die Einzelmizelle. 


Wir betrachten ein rechtwinkeliges Parallelpiped (das je 
nach Bedarf die Mizelle oder die Zwischenschicht reprasen- 
tieren soll) mit der Dicke D, der Breite B und der Lange LZ. Im 
Mittelpunkt liege ein Koordinatensystem x, y, z parallel zu den 
Kanten. Wenn ein Réntgenstrahl {9 unter dem Winkel 20 nach 


6) O. Kratky, Mh. Chem. 76, 311 (1946); Physik. Z. 34, 482 (1933). 
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{ abgebeugt wird (Strahlensymmetrale n mit Richtungskosinus 
a, 8, y), so gilt fiir die resultierende Amplitude: 


Ll, Bip Dis 
Du Wess | | | Cee id LOY dz 
Be Dis 
Dia Bh, Djs (1) 
== Heese do: [ etry f eters dz 
=Dja —Ble StH? 


oS == sin v. 
Xr 


Die Integration ergibt sofort: 
1=—8 sinsaD/, sinsBB/, sinsy L/2 
Sa sp $¥ 


worin V das Volumen (—=DBL) und Fp, Fs, Fr die Formfak- 
toren der Kanten bedeuten. 


= V ipl pis, (2) 


sins D/ . sins3 B/>s | sins y L/s 

soDiz ” ibe SB Bj, ’ sae syL/2 — @) 
In unserem Fall betrachten wir nur die Streuung in der 
Horizontalebene, kénnen also y ~ 0 setzen. Infolge der kleinen 
Abbeugungswinkel wird auch 8~0 und « ~1, d. h. wir rechnen 
nur mit dem Dickenfaktor Fp. Die Intensitétskurve ist dann 
gegeben durch Fp?. Wir wollen nun sehen, wie diese sich 
verindert, wenn wir Mizellen schwankender Dicke annehmen. 
Wir nehmen wieder Gaufsche Verteilung (charakterisiert durch 
das mittlere Abweichungsquadrat A?, bzw. die relative Streuung 
2— A2/D,2) um eine mittlere Dicke Dy an. Die resultierende 
Streuung ist dann in der Form anzusetzen: 


Fp = 


-++ 00 


Prep. [See 1.9 a(D—D,) 
- (s/2)? j224 


wobei die Grenzen ohne merklichen Fehler als unendlich an- 
genommen werden kénnen. Eine kurze Zwischenrechnung 
(Anh. 1) liefert dann das Resultat: 


aus D2 Fp? — 2 {1 ae ee cos wl]; w= SDo, (4) 
Do? a2 
bzw. nach Normierung: 
Fp? = eer [Pe coset]. (5) 
1-02) w2 
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Die Dickenschwankung nach einer Gaufschen Glocken- 
kurve fiihrt, wie Abb. 1 zeigt, zu keiner wesentlichen Anderung 
der Streukurve. In Wirklichkeit ist der Unterschied noch ge- 
ringer, als es nach dem Diagramm scheint, denn die Abszisse 
ist willkiirlich angenommen. Wir miiBten die Kurven eigent- 


0 2 4 6 g 0 12 —~=—v- 107 
fs 27 — Ww 


Abb. 1. Quadrat des Dickenfaktors bei Gaufscher und 
Maxwellscher Verteilung der Dicken. 


Do=50Ks-9 =—0= 051s 0522 -0:4. 


lich durch Abszissentransformation in einem passenden Punkt 
(z. B. dem Halbwertspunkt) (1. c. UI. TV) zur Deckung bringen, 
um den Formunterschied richtig vergleichen zu kénnen. Die 
Verschiebung der Kurven mit steigender Schwankung 0 zu 
kleineren Winkeln beruht darauf, daf dickere Mizellen starker 
streuen als diinne, die wirksame mittlere Dicke also gréfer 
ist als Do. Noch stérker tritt dies hervor, wenn wir eine 
Maxwellsche Verteilung zugrunde legen. Wir erhalten so (Anh. 2) 


Ft = * [1 —(1— 0.) 0-4]. 6) 
3 2 


Fir unsere spateren Rechnungen brauchen wir noch die 
mittlere Amplitude Fp (Anh. 3): 


—  sinw 
Fp = See 
W/2 


Bei senkrecht stehenden Mizellen kann der Lingenfaktor 
gleich 1 gesetzt werden, wie wir gesehen haben. Dies dndert 
sich, sobald wir Abweichungen von der Normallage zulassen 
u. zw. infolge der grofen Linge (= 1000 A) in nicht zu ver- 
nachlassigender Weise. Denn in (1) geht die Projektion der — 


— 0 9?/s a ig (7) 
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Lange auf die Strahlensymmetrale ein, die auch bei kleinen 
Winkeln betrachtliche Werte annehmen kann. Eine ernste Ab- 
schatzung erhalten wir durch den Ansatz: 


-++ co 
——— te 1 = 2 IU 
ee Reseed ese eee (8) 
sLeé/s ReSdijo «SL 


Der Faktor H’ ist also s und damit 0) umgekehrt proportional. 
Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der an anderer Stelle 
(l.c. IV) gewonnenen Formel fiir unendlich lange Stabchen. 
Auch dort entsprach der Lange ein Faktor !/,. Da wir es hier 
mit einer endlichen Lange zu tun haben, kann die Ableitung (8) 
nur fiir groBe Werte von s, d.h. J gelten. Eine genauere Be- 
rechnung (Anh. 4) ergibt fiir den Hohenfaktor 


sL 


ee eg = [eax 2 (9) 
sL f 
0 
H ist identisch mit der Zusatzfunktion ~,, der Lamelle (1. ¢. IV). 


In Abb. 2 sind H und A’ dargestellt. Der Abszissenmafstab 
im Winkelma® gilt fiir 2 —1000%. Zum Vergleich ist noch der 


08 


O% 


3 
0 g2 g3 06 08 10 12 14 46 —ev-10 
Ir on on 4ar bor bmr —esl 


Abb. 2. Hohenfaktor fir L=1000A. 
Zum Vergleich Dickenfaktor fiir Do = 504. 


| Dickenfaktor Fp? (D =50%) aufgetragen. An dieser Stelle muf 
noch eine technische Bemerkung eingeftigt werden: Aus Inten- 
| sititsgriinden werden Kleinwinkelaufnahmen meist mit strich- 
formig ausgeblendetem Primiarstrahl gemacht. Dadurch entsteht 
auf dem Film eine Uberlagerung von Streubildern. In unserem 
" Falle (Spalt parallel zur Faserachse) erhalten wir dieselbe Ver- 


~ 
Hf 
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schmierung wie durch die Schwankung der Hohenlage (abge- 
sehen von der unmittelbaren Nahe des Primarstrahls). Wir 
miissen also auch aus diesem Grunde den Faktor H einfiihren. 


III. Das Mizellenpaket. 


Es liege ein System von n Mizellen und Zwischenschichten 
vor, wie eingangs beschrieben. Die Durchstrahlung sei senk- 
recht zur Gitterlinie, so da®8 diese praktisch mit der Strahlen- 
symmetrale zusammenfallt. Die Entstehung der Kleinwinkel- 
streuung laéBt sich dann wie folgt beschreiben. Von jeder 
Schicht gehen Streuwellen aus, deren Amplitude bei bestimmtem 
Ablenkungswinkel von der Form, deren Phase von der Lage 
der Schicht abhingt. Wir kénnen dies fiir die «-te Schicht in 
der Form schreiben: 

QU, = Axe? *. (10) 


Die resultierende Amplitude erscheint dann als Summe: 


QL =} QL, und die Intensit&t als 
1 


n—l 


1 Oy S21, =)! Ai-+ 2 YI An Aas 608 01+ 
Oe 1 il 


+25) 4, An+-2 C08 2... +2 Ay Ay COS On —1, 
al 


worin zur Abkiirzung ftir ~,.+.—‘, einfach », gesetzt ist. In der 
Faser liegen nun sehr viele solcher Systeme vor, so daf tiber (11) 
noch der Mittelwert gebildet werden mu. Diese Aufgabe ist 
praktisch nur lo6sbar, wenn man annimmt, daf§ zwischen Schicht- 
dicke und Phasendifferenz keine Beziehung besteht. Diese An- 
nahme wird nur bei diinnen Schichten den Tatsachen entsprechen. 
Es ist aber zu erwarten, dafS§ der gemachte Fehler gering ist, 
zumal wir den Dickenfaktor ohnehin vernachlissigen werden. 
Der Hohenfaktor H wird dadurch nicht beriihrt. Unter der 
oben genannten Voraussetzung gelangen wir zur Formel: 


WW* = n A? + 2 A*[(n—1) cos p,-+ 
+ (n—2) cos 2 ... COS Pr—a], 


worin die Mittelwertbildung durch Uberstreichen angedeutet 


ist. Als erstes sehen wir von den Faktoren A2 und A” ab, was 


bei diinnen Schichten erlaubt ist, und betracht a 
Funktion ®: ’ chten nur die 


(12) 
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9 see pletiae eS 
Ue) ies [(n—1) cos (1+ (n—2)cos 92...+ cos 9,_]. (13) 


Hiebei wurde durch n dividiert, weil bei gleichem Gehalt der 
Faser an Mizellen die Anzahl der Pakete der Anzahl der Mi- 
zellen im Paket umgekehrt proportional ist. 

Zur Berechnung der Mittelwerte in (13) mtissen wir zu- 
nachst eine Abstandsstatistik aufstellen. In unserem Modell 
haben zwei benachbarte Schichten einen mittleren Abstand 
x;= dp und eine mittlere quadratische Schwankung (x; — d))2— A2, 
so daf} fiir den ersten Abstand gilt: 


1 (x3 — do)? 
FN) = CO a 9 Arma 14 
V1 (%1) [aaa 2A (14) 
Fiir den «x-ten Abstand Jautet dann die Abstandsfunktion: 
1 (x4 —% do)? 
Wx) = == €- ak (15) 


2«xxA 


Dem Abstand x, entspricht eine Phase ¢,: 


4x ; 4x 
Px = SXy = = Xx sin vo = — OX, 
h. 


iN 
aE ce ‘ 
——— sieaed | (x —xdo)? 
cos m= {75 aN 22 OS SX. XS 
(21 1 
—— 0) 
+ co (16) 


TIL 
—= 


==.” ®COS.S* Ug 
COS 0, =e * Ch cos K == k* Cos kK fh; p. = sd; (17) 
o= Al a63 kR=erk eh , 
(17) in (13) eingesetzt ergibt (Anh. 5): 
1 — k2 1 2k 
Dp — 

| 1—2kcospt+k?2 n(l—2kcosp- k2)2 
| +2k—k2cosp)-+k" (cos(n+-1) p—2ke0s p+ k? cos(n—1) p)]- 


[(—cosp.- (18) 


| 1 
| Die Streufunktion ® zerfallt in zwei Teile ©, und “ ®,. Der 


erste von der Anzahl n unabhingige Teil entspricht der Streuung 
“einer unendlichen Punktreihe. Der Verlauf ist aus Abb. 3 
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ersichtlich. Obwohl beim direkten Durchgang (9 =0) alle 
Phasendifferenzen verschwinden, die Intensitat also unendlich 
werden muff, hat ®, fiir vy. 0 einen endlichen kleinen Grenz- 
wert ©,(0)—02. Der Grund liegt darin, dafs auch bei noch 
so kleinen Abbeugungswinkeln alle Phasen mit positiven und 
negativen Vorzeichen vorkommen miissen. Nur die Storung 
des Gitters verhindert, da sie sich gegenseitig ganz aufheben. 
®, zeigt periodisch abklingende Maxima bei Vielfachen des 
Braggschen Winkels. In Abb. 3 ist nur das erste Maximum 


Abb. 3. Streukurven (ohne Formfaktoren) von Mizellen- 
paketen aus 2, 3, 4, 2 Mizellen, 


do=50); 0=0,2. 


eingezeichnet, da die weiteren durch die Formfaktoren praktisch 
ausgelischt werden. Fiir die Werte bei Vielfachen des Braggschen 
Winkels gilt: 


1K ip | 
nee ge K=e?*®; m=1, 2, 3,... (19) 


Komplizierter ist die Funktion ®., die offenbar den Einflu® 
der Begrenztheit des Mizellenpakets zum Ausdruck bringt. Wir 
k6nnen sie nach einfacher Umformung schreiben: 


s 2k 3 = ‘ 
= 32k onde Ge a ee 


— k? cos») (1— Rk" cos np) — k" (1 — 2) sin p.. sinn p]. 


Oe 


In dieser Form ist die Formel zu unhandlich. Sie lat sich 
aber wesentlich vereinfachen. Zunichst ist das zweite Glied 
k" (1—?)sinp.sinnp klein gegen das erste und kann mit 


: 
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ausreichender Naherung vernachlassigt werden. Ferner kénnen 
wir den Faktor 


F = — SET “if 2 k— ke COSI as ‘ — COS p. . Cos p2 07/5 
1—2kcos p+ Cos p.? 2/.— cos p 
are 2D e—F ile 
Fo=1 6(\ =" z ==) i) == - 1 
2 Ite-reh’ 0 (x) 4 _ 
3x 2 —9n 7/5 
2 we = ae = = (2a) =F 
2 il + e— 98 oe 


herausheben, da er gerade bei den uns interessierenden kleinen 
Werten von p nahezu gleich 1 ist. Erst beim Braggschen 
Winkel sinkt $ auf —1 ab. Wir haben nun in erster Naherung 


ag, Ae = coe) 5S ilk" cosn py 


D,=F , Sele: 
1— 2k cos p+ R? Cos p? 02/5 — cos p. (22) 
was fiir p< 1 tibergeht in 
D, => 2 (1— k" cos np). (23) 
P2 


Ein Vergleich mit (5) erhellt die Bedeutung von ©. Es 
ist gleich der Kleinwinkelstreuung des gesamten Pakets, auf- 
gefaBt als Riesenmizelle der mittleren Dicke nd) und der 


mittleren Schwankung A|/n. Nur da® durch den Faktor n?, 
durch den (23) sich von der entsprechenden Form von (5) 
unterscheidet, noch Teile der Streukurve sichtbar werden, die 
sonst schon praktisch vollkommen abgeklungen sind. (In Abb. 1 
scheinen die weiteren Wellen gar nicht mehr auf.) ©, hat also 
einen gedéimpft periodischen Verlauf. Man muf aber bedenken, 
da cosnyp. eine sehr kurze Periode hat; in dem Intervall des 
Braggschen Winkels liegen n Wellenberge und -taler. Praktisch 
kann eine so schnell periodische Kurve nicht realisiert werden. 
‘Denn bei einer Aufnahme mit einem Primarstrahl endlicher 
Dicke itiberlagern sich Streukurven mit gegenseitiger Abszissen- 
verschiebung. Zu demselben Effekt fiihren Verschiedenheiten 
im Aufbau und in der Lage der Mizellenpakete. Dies hat zwar 
hur geringen Einfluf auf die Form von monotonen Kurven, 
_kurzperiodische Modulationen werden aber fast restlos zum 
| Verschwinden gebracht. Wir sind daher berechtigt, eine neue 
Funktion ©,’ einzufiihren, die den glatten Durchschnitt von 
®, darstellt und lautet: 


| 
: Beeps : (24) 
r 


1—2k cospke Cos 112 02/2—cos p 
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Das Interessante an dieser Funktion ®,' ist, daB sie von 7 
nicht mehr abhiingt. Man kann sich das so vorstellen, daf 
z. B. ein doppelt so grofes Paket wohl doppelt so viel merk- 
bare Wellen liefert, aber von der halben Wellenlinge, so dai 
der Streubereich gleich bleibt. Abb. 3 zeigt ®, und ®,. Zum 
Vergleich sind noch die Streukurven fiir Pakete aus 2, 3, 4 
streuenden Schichten aufgezeichnet (berechnet nach (13) und 
(17)). Wie aus der Figur ersichtlich, ist der typische Verlauf 
schon bei den kleinsten Paketen vorhanden. Wir k6onnen deutlich 
zwei Teile unterscheiden: erstens einen sehr steilen Abfall bei 
sehr kleinen Winkeln, zweitens einen periodisch abklingenden 
Verlauf, der einem Fliissigkeitsdiagramm entspricht. In der 
Abb. 3 ist nur das erste Maximum zu sehen, da alles weitere 
durch die Formfaktoren praktisch ausgeléscht wird. Um die 
Streukurven fiir sehr grofe Pakete zu erhalten, miissen wir 
®, und ®,' entsprechend zusammensetzen. Das Ergebnis zeigt 
Abb. 4 fiir n= 10, 20, 30,40 und 0=0,4. Zur besseren Uber- 


Abb. 4. Streukurven (ohne Formfaktoren) von Mizellen- 
paketen aus 10, 20, 30, 40 Mizellen, 


dyp=50A; 0=0,4. 


sicht sind die Kurven der Reihe nach 1-, 2-, 3-, 4fach tiberhoht 
gezeichnet. ee die wirkliche Streukurve zu erhalten, muf 
noch mit H ~ eg p und Fo2~1 multipliziert werden. Der Héhen- 
faktor bringt das Maximum zum Verschwinden. Tatsachlich 


wurden auch bei der Zellulose immer nur monoton fallende 
Kurven gefunden. 


_Es bleibt nun noch der Fall zu betrachten, daf§ auch die 
Schichtdicken im Paket eine Schwankung zeigen. Wir greifen 
zu diesem Zweck wieder auf (12) zuriick. Das Neue ist jetzt 
nur, da8 der Dickenfaktor sich nicht mehr herausheben 1aft, 


da zwischen A? und A2 unterschieden werden muf. Um die 
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oben erhaltenen Formeln weiterverwenden zu kénnen, fiihren 


wir eine Funktion ©;— A? — A’ ein. Dann folgt sofort 
d= n|a® (e+ a | as | (25) 
n 


Nun hat es sich gezeigt, daf} die Schwankung der Schichtdicke 
auf die Streuung der Einzelmizelle nur von geringem Einfluf 
ist (s. Abb. 1). Der Unterschied zwischen A? und A® ist natur- 
gemafi noch geringer, weshalb wir ©; in erster Naherung vernach- 
lassigen kénnen. Diesem Grad der Ungenauigkeit entsprechend 


verwenden wir fiir H die Naherung aches (7). Die vollstén- 


dige Formel fiir die Streuung eines Mizellenpakets lautet dann: 


a 8 in2 s Do, . en 2 De o/s j 

ae sin? s Dy,.e 6 1=wttorg 
SL Do 1—2kcosp- n 56 
pein pe Cre EN ce 


O; p= Sdhy Ree Ths F = — 
x 1—2kcosp-k? 

Die Schichtdicke kann héchstens gleich dem halben mittleren 
Abstand sein, denn nach dem Reziprozitatsgesetz kénnen wir 
je nach Umstinden die Mizellen oder die Quellungszwischen- 
schichten als die streuenden Bestandteile des Mizellenpakets 
auffassen. Der Fall, da beide etwa gleich dick sind, stellt das 
Optimum der Kleinwinkelstreuung dar. Der Dickenfaktor sinkt 
dann bis zum ersten Maximum auf etwa !/2 bis 1/3, mu also 
jedenfalls beriicksichtigt werden. Bei schwacheren Quellungs- 
graden ist sein Hinfluf viel geringer. Die Kurven in Abb. 4 
erfahren also — abgesehen vom Hoéhenfaktor — noch eine 
Schwichung, die vom Quellungsgrad abhangt. So wird es ver- 
standlich, da8 das Maximum beim Braggschen Winkel bei den 
Kleinwinkelaufnahmen nie in Erscheinung tritt. 

Nun bleibt noch die Frage zu behandeln, wie sich eine 
Verdrehung der Gitterlinie auswirkt. An den Rechnungen zur 
Ableitung von © 4ndert sich nichts; es ist nur an Stelle von 
dy die Projektion des Abstandes auf die Strahlensymmetrale 
(d. h. Grundstellung der Gitterlinie) einzusetzen. Im Diagramm 
wirkt sich das in Form einer Abszissendehnung aus. Kine 
Gitterlinie z. B., die um 60° gegen die Grundstellung verdreht 


—— 


ist, streut zu den doppelt so groBen Winkeln. Der Dickenfaktor 


verindert sich in analoger Weise, macht also die Abszissen- 
transformation mit. Dagegen tritt der Breitenfaktor mit zu- 
nehmendem Drehwinkel immer mehr in Erscheinung und bewirkt 


eine weitgehende Auslischung des rechten Kurventeiles. Man 
_ kénnte den Sachverhalt so ausdriicken, dafi die quasikristalline 
-Streuung nur bei annéihernder Reflexion an den Schichtebenen 
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méglich ist. Wir kénnen daher fiir den zweiten Teil der Streu- 
kurve (©, entsprechend) einen ahnlichen, etwas verschmierten 
Verlauf erwarten, wihrend der erste Teil (2 entsprechend) 
in der nichtorientierten Faser wesentlich starker verandert, 
u. zw. flacher, sein mu. Fiir eine Diskussion der Kleinwinkel- 
streuung mtissen wir uns daher auf das ideal orientierte Modell 
beschranken. 


IV. Diskussion der Ergebnisse. 


Die Ergebnisse der vorstehenden Rechnungen beziehen 
sich zwar auf ein ganz spezielles Modell, lassen aber eine sehr 
allgemeine Deutung zu. Denn alle willkiirlichen Annahmen 
iiber Form und Anzahl der Mizellen, bzw. Zwischenschichten 
dindern das Resultat nur unwesentlich. In Abb. 3 kénnen wir 
deutlich zwei verschiedene Teile der Streukurve unterscheiden. 
Erstens eine Art Fliissigkeitsstreuung mit fast verschwindender 
Intensitét in der Ni&he des Primarstrahls und einem ver- 
schwommenen Maximum in der Gegend des Braggschen Winkels 
des mittleren Schichtabstandes (etwas nach links verschoben). 
Dieser Verlauf war von vornherein zu erwarten und entspricht 
vollkommen einer Fliissigkeitsstreuung, nur daf der Effekt 
infolge der grofen Abstande als Kleinwinkelstreuung auftritt. 
Daneben haben wir noch eine typische Kleinstwinkelstreuung, 
die auf die Begrenztheit des Pakets zuriickzufiihren ist. Obwohl 
das betrachtete Paket eine Zusammenfassung von Teilchen in 
nur einer Dimension darstellt, lassen unsere bisherigen Erfah- 
rungen mit Streukurven es als sehr wahrscheinlich erscheinen, 
da® bei zwei- und dreidimensionalen Packungen die Verhiltnisse 
im Prinzip genau so liegen. Wir werden so zu einer allgemeinen 
Einteilung der kolloiden Systeme hinsichtlich ihres Streuver- 
haltens gefiihrt in 


a) verdiinnte Systeme: geben Gaufahnliche Intensitiits- 
verteilung um den Primarstrahl (vgl. Abb. 1); 

b) gleichmafig dichtgepackte Systeme: geben fliissigkeits- 
ahnliche Intensitatsverteilung (vgl. Abb. 3 ®,); 


c) paketartig dichtgepackte Systeme: geben sehr starke 
und steil abfallende Kleinstwinkelstreuung neben mehr 
oder weniger sichtbarer Kleinwinkelstreuung nach b) 
(vgl. Abb. 3 ®2’, Abb. 4). 


Typ b) und ¢) unterscheiden sich durch die Art der An-- 


ordnung, nicht aber durch die Form der Teilchen’). Doch spielt 


7) In einer zusammenfassenden Mitteilung tiber Kleinwinkelstreuung 
von W. Nowacki, Schweizer Chemiker-Zeitung — Technik — Industrie 14/15 
(1946) ist eine dhnliche Einteilung von D. P. Riley ohne nihere Begriindung 
zitiert: a) Gastyp; b) Fliissigkeitstyp von kugeligen Teilchen; c) Fliissigkeits- 
typ von stébchenférmigen Teilchen. Die Erklirung diirfte durch obige Be- 
merkung gegeben sein. 


a =a 
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diese insofern eine Rolle, als eben Typ c) in der Natur nur 
bei sperrigen Teilchen, also Staébchen und Plattchen, verwirklicht 
sein diirfte. Bei globularen Teilchen ist wohl nur eine gleich- 
maffiige Verteilung zu erwarten. Zu c) kénnte man einwenden, 
dafS ja die Pakete an sich auch ein verdtinntes oder dicht- 
gepacktes System bilden kénnen. Jedoch sind die Abstinde 
so grof, dafs der zu erwartende Effekt bei extrem kleinen 
Winkeln liegen muff, die experimentell nicht mehr zu fassen sind. 
Bei der orientierten Zellulosefaser wurde, wie eingangs 
erwahnt?), eine starke Kleinstwinkelstreuung gefunden, die 
qualitativ vollkommen unserer ®,’-Kurve entspricht. Ein exakter 
Vergleich ist nicht gut mdglich, da das verwendete Praparat 
radialsymmetrisch orientiert war und durch die Aufnahmetechnik 
mit breitem Spalt die Streukurve zusatzlich verwischt wird. 
Mit unserer Deutung stehen wir auf dem Standpunkt von 
O. Kratky und im Gegensatz zu R. Hosemann®), der die Zellulose 
als verdiinntes System behandelt hat. Die Grundannahme von 
Hosemann, das die Abweichung der Streukurve vom Typ einer 
GaufBschen Glockenkurve ein hinreichendes Kriterium dafiir 
ist, daf die intermizellaren Interferenzen vernachlassigt werden 
k6nnen, glauben wir durch die vorstehende Rechnung widerlegt zu 
haben. Denn die auffallige Form der Streukurve beruht ja gerade 
auf der paketartigen Lagerung der Mizellen. Im Gegensatz 
dazu zeigen verdiinnte Systeme mit sehr verschieden grofen Teil- 
chen noch immer Gaufihnlichen Verlauf der Streuung (Abb. 1). 
Bei der Zellulose wurde nur die Kleinstwinkelstreuung 
gefunden. Das Verschwinden der Kleinwinkelstreuung (®;) 
beruht offenbar auf groBer Abstandschwankung und dem Ein- 
flu8 des Faktors H. Der andere Teil (6) scheint bei verschiedenen 
Kohlen vorzuliegen, wo von mehreren Autoren’) ein verwaschener 
Interferenzring gefunden wurde. Der einzige bis jetzt bekannte 
Fall, wo Kleinst- und Kleinwinkelstreuung nebeneinander auf- 
treten, wurde an Myosinfiiden gefunden’) und auch durch das 
Vorliegen von Btindeln gedeutet. 
Im Bereich der hochpolymeren Stoffe sind vielfach Strukturen 
mit lamellenférmigen Bausteinen gefunden worden. So beim 
Seidenfibroin!®), Keratin!') und Kautschuk!”) (auch nach Ausfallung 
aus verdiinnten Lésungen!3)), Die Kleinwinkelmethode erscheint in- 


| 8) D. P. Riley, Proceedings of a Conference on the Ultra-Fine Structure 
of Coals and Cokes, B.C.U.R.A., London (1943). 
| °) O. Kratky, A. Sekora, H. H. Weber, Naturwiss. 31, H. 7/8 (1943). 
| 10) 0. Kratky, Z. physik. Chem. (B) 5, 297 (1929); O. Kratky und 
'§. Kuriyama, Z. physik. Chem. (B) 11, 363 (1981). a. 
: ut) W. T. Astbury und S. Dickinson, Proc. Roy. Soe. (London) (B) 129,~ 
7307 (1940). : 
5 12) H: Mark und G. v. Susich, Kolloid-Z. 46, 11 (1928); K. H. Meyer, 
Ww. Lotmar und H. W. Pankow, Helv. chim. Acta 19, 930 (1936). 
18) QO. Kratky und F. Schoszberger, Z. Elektrochem. 43, 666 (1937). 


—— 
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sofern zur Erforschung solcher Strukturen besonders geeignet, als 
sie von der Feinstruktur (kristallin oder amorph) unabhangig ist. 


Die vorliegende Untersuchung wurde im Rahmen einer 
Dissertation durchgefiihrt. Herrn Professor Kratky bin ich fire 
die Anregung dazu sowie fiir viele wertvolle Hinweise im Laufe — 
hiufiger Diskussionen zu gré8tem Dank verpflichtet. * 


y. Anhang. 
1. Dickenfaktor bei schwankender Dichte zu (4), (5) © 
te ; 
ee sins D/z\2 1 (D — Dy) A 
DiFs = —— g-__; = 
ra((E Tyan, 
= “e 
sins D/.\2__ 2 2 
(ens 74) oars (1—cos s D) = ge ee .cos s(D— Do) + 
+ sins Do. sins(D—Dp)) 
+o 
1 (D =D) ee : 
lex cos s(D—Dy)e— ay d(D — Do) = e—s*M*/s i 
ass —— a 


Smor! D) ~~ 
D2 Fp? = ey (1—e—' 0/2. cosw); w =SsDo; 0=A/Do 


1S EZ Booed ms Peete eta... 
pet Fae leh. cose) = 14) — 55 (1 608 BOD) aay 


Peres tee. 
NE ce agit et 0%, cosw) normiert 


0 
a) ¥ 


2. Dasselbe bei Maxwellscher Verteilung der Mizellendicken zu (¢ 
- : ( 

eee sins D/2\2_ 4 D2 Som . 

Dare =f (ee <6 SD Dy Oi) = oe ? 

se) Vx De aa 


Seay; a 4s a el 
0 — cose) pose eda; = DD 


Bea eae ee 
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sin s D/>. 2 ; = 
= aaa ae (s sin «/2 cos w y/2 + cos w/gsin w y/s); pps “5 
+3 
i yon le be ; 
i ano COS W Y/2. e— on ay =e—,728 
Fp = sie e— ls = Foy. e— M/s 
«w/9 
4, Héhenfaktor zu (9) 
Be +4; 
B 2 
H= f(RSs aa de =f 2 oF gine & 
Lead sL/2 sin e mt. 4! 
—T/> — tT}. 
4 
+52 int c eS hae; wh = Bb 
Us ue uS 3.5 
WS 80 5 ie i Ot a 
=tfu-} a ud 1 ul \ 
aad sick ok ( 400) (aad ae fel AiG) (24 OO) eae 
seca) 
u 
u 
2 Besselfunktion 
= a A = 
f () i CASE Some ENE bG Ja) erster Ordnung 
52 : 
(vgl. 1. c. IV, Abschn. III,) 
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5. Streukurve der verwackelten Punktreihe 
coe 11 S {(n—1)keosp+(n—2) k2c0s2.+ (n—8) k8cos3y...+k2—-1leos(n—1)p} 
fl 


Roosp=ReZ; Z=e—wo/ptiv; k” cosmp= Re Z™ 


© = 1+2%e {[Z+ 22+ 28 = J—+(— 20) [2422248 28 - i} 


Z 1 gin) 1 
= = =D D 
pee C= 40 eta te 
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| 

BAZ 2ZZ"+ ZZ" (Z+Z*)—Znt1—Ztnt14+ZZ* (Gat Zen) —Z2Z2(Zn—1t Zen) 
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-Dy= 


| a es [(cos p—2 k+k?2 cos p) — k” (cos (n +1) p— 
—2keosnypt k2 cos (n—1) »)] 
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Uber neue Methoden zur Bestimmung der Di- 
elektrizitiitskonstanten im em-Wellen-Bereich. 
Von : 


E. Ledinegg und E. Fehrer. 
Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Graz. 
Mit 21 Abbildungen. 
(Eingelangt am 20. April 1948.) 


Zusammenfassung. 


Vorliegende Arbeit behandelt die theoretischen Grundlagen zur DK.- 
Bestimmung von plattenférmigen Proben im em-Wellen-Gebiete mittels 
HR.-Resonatoren bei fester Frequenz des erregenden Senders. 


Im ersten mathematischen Teil wird das allgemeine Problem der Inte- 
gration der Maxwellschen Gleichungen fiir einen energetisch abgeschlossenen 
und verlustfreien, kreiszylindrischen Sektor, in welchem an beliebiger Stelle 
eine dielektrische Platte horizontal eingebracht ist (durch Berechnung des 
vollstindigen Systems der Eigenfunktionen), geldst. 


Im folgenden werden die sich hierbei ergebenden Resultate an Hand 
von graphischen Lésungen diskutiert und durch Aufstellen entsprechender 
Naherungsformeln meftechnisch verwertbar gemacht. Dazu dient auch ein 
Teil der berechneten Kurventafeln, welche zum unmittelbaren mefStechnischen 
Gebrauch eingerichtet sind. 


Verwendete Bezeichnungen: 


€&) = Dielektrizitétskonstante in praktischen Hinheiten. 
po = Permeabilitiit in praktischen Einheiten. 
w = 20 f = Kreisfrequenz. 
k= Veo po © = 2a/ = Kreiswellenzahl. 
¢, S = Amplitude der elektrischen, bzw. magnetischen Feld- 
stirke. 


j = Imaginare Einheit. 
Jm = m-te Besselfunktion. 
Ym,y = v-te Nullstelle der m-ten Besselfunktion. 


y'm,vy = v-te Nullstelle der ersten Ableitung der m-ten Bessel- 
funktion. 


j. Hinleitung. 


Die Integration der Maxwellschen Gleichungen (M.G.) in 
einem dielektrischen’ Raume liefert auch immer eine Methode 
zur Bestimmung der elektrischen Materialkonstanten. Ist der 
betrachtete dielektrische Raum allseitig metallisch abgeschlossen 
(es wird hier wie tiblich unendlich gute Leitfahigkeit der me- 
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tallischen Hiille angenommen, was man, wie Theorie und Praxis 
ergeben, unbedenklich tun darf), so erhilt man ein EKigenwert- 
problem, d.h. die méglichen Feldzustiinde {G,} sind in ein- 
deutiger Weise bestimmten Frequenzen «, (Eigenfrequenzen) 
des Hohlraumes (HR.), die ein unendliches diskretes Spektrum 
bilden, zugeordnet. Die w, gentigen einer Kigenwertgleichung 


TOT ee ela i 6 os ny &, ©) = 0, (1) 
(j,... n= Parameter zur Charakterisierung der geometrischen 
Gestalt des HR., 


Bi, --- Bm == Parameter zur Charakterisierung der eingebrachten 
Probe, 


welche man auch umgekehrt dazu bentitzen kann, bei bekannter 
Resonanzfrequenz des HR. die Dielektrizititskonstante (DK.) 
za berechnen. 

In einer frtiheren Arbeit [1] wurde das Problem der Inte- 
gration der M.G. fiir einen kreiszylindrischen HR. mit beliebiger 
(einmal stetig differenzierbarer) horizontaler Schichtung inso- 
ferner allgemein gelést, als es gelang, die Integration auf jene 
einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung vom 
Sturm-Liovilleschen Typus zuriickzufiihren. Gl. (1) hat dann im 
allgemeinen Fall die Form einer unendlichen Determinante, 
welche nach dem Abschnittsverfahren lésbar ist. Als meBf- 
technisch interessierende Spezialisierung ergibt sich daraus 

_Z. B. die Eigenwertgleichung der dielektrischen Platte im 
_kreiszylindrischen HR. zu 


2 E s\2 
o[ooree2— (i) te nvooe— [Re = 
Yo,y e Yo, a 
=|/ecor002—| | tg|/ceora02—| a h. 


| @; = 8, = R= Zylinderradius des HR. sowie der Probe, 
| Gs = /-—Lainge desis 

Bo == h= Hohe der Probe. 

Auf letzterer Eigenwertgleichung lassen sich, wie schon in [1] 
-bemerkt wurde, zwei verschiedene Verfahren zur praktischen 
Bestimmung von « griinden: 
| a) Resonanzverfahren bei Festhalten von {1 ... Gn}, {B1. ++ Bm}- 

Es wird dabei die Resonanzfrequenz des HR. mit und ohne 

Probe gemessen und daraus © mittels (1a) berechnet. Experi- 
| mentelle Voraussetzung ist dabei die Verwendung eines Senders 
mit geniigend grofem und stetig veriinderlichem Frequenzbereich. 
__b) Resonanzverfahren bei Festhalten der Frequenz des 
Mef senders. 


(1a) 


6* 
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Hier besitzt der HR. (statt einer festen Stirnfliche) einen 
Kolben, welcher die Zylinderlange zu veriindern gestattet. Nach 
Finfitihren der Probe wird die Zylinderlange derart eingestellt, 
da® Resonanz des HR. mit der erregenden Frequenz w des 
MeBsenders eintritt. Die Langenanderung 4% = Al in bezug 
auf eine Normalliinge des Zylinders wird gemessen und aus 
(1a) © berechnet. 

Der Vorteil des unter b) geschilderten Verfahrens gegen- 
iiber der Methode a) und anderen Hohlraumsmefverfahren [2] 
liegt vor allem in der Verwendung eines Senders, welcher keinen 
stetig ziehbaren Frequenzbereich zu besitzen braucht. 

Da die tibrigen Verfahren zur ©-Bestimmung (z.B. die 
»Abtast- und Resonanzmethode* mittels Lecher-Leitung) den 
eigentlichen Hohlraummethoden unterlegen sind [3], wird b) in 
dem Wellenbereich, in welchem die praktische Ausfiihrung des 
Kolbens mit der Forderung eines geringen Ubergangswider- 
standes zwischen Kolben und der Zylinderwand vereinbar ist, 
zur ¢-Bestimmung besonders geeignet sein’). 

Die vorliegende Arbeit befa8t sich mit der meftechnischen 
Verwertung von Gl. (1a) unter Beachtung der beiden angefiihrten 
Resonanzverfahren. 

Wiahrend in[1] Gl.(1 a) durch Spezialisierung einer allgemeinen 
e-Verteilung in einem Kreiszylinder gewonnen wurde, wird hier 
von vornherein eine dielektrische Platte der Berechnung zugrunde 
gelegt, welche aber, um das mathematisch mdglichst allgemeinste 
Problem dieser Art zu erfassen, nicht in einem Kreiszylinder, 
sondern in einem Kreiszylindersektor an beliebiger Stelle boden- 
parallel eingebracht ist. Fiir das derart formulierte Problem 
lABt sich in einfacher Weise das vollstindige System elektro- 
magnetischer Kigenschwingungen angeben. 


2. Die Eigenwertgleichung und die Eigenschwingungen eines 
Zylindersektors. 


Bekanntlich werden die Maxwellschen Gleichungen 


rot H= jwesmE 
eet 2) 


in zylindrischen Réiumen am zweckmiéfigsten durch Kinfiihrung 
der skalaren Bromwich-Potentiale U, V integriert, wobei man 
Ue, bzw. Ve, als spezialisierten Hertzschen, bzw. Fitzgeralschen 
Vektor ansehen kann [4]. Daraus ergibt sich eine Darstellung 
des elektromagnetischen Feldes in der Form 


“ Uber die diesbeziiglichen experimentellen Untersuchungen, welche 
derzeit noch im Gange sind, wird an anderer Stelle berichtet. j 


3 
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Elektrischer Typ | Baer ee, a 
E-Typ): . 2 
ety) lees us Ue, - d == grad SE (3b) 
. E EQ Oz 
‘ OV 
me be Vere cee 
Magnetischer Typ| mes ST Oz oo 
H-Typ): 
a ag?) |e ¢= jk |) BPO rot (Ve, y (4b) 
wobei U, V der salaren Wellengleichung 
U lec) 
al allay =) 
| V | \ V (5) 


zu gentigen haben. Die Integration von (5) liefert dann in Ver- 
bindung mit (8a,b), (4a,b) mit der homogenen Randbedingung 
©; = 0 (Verschwinden der Tangentialkomponente der elektrischen 
Feldstirke) die EHigenschwingungen des elektrischen und ma- 
gnetischen Typus. Es kann bewiesen werden [4], da damit die 
Gesamtheit der méglichen Eigenfunktion erfaBt ist. 

Fiihrt man (5) Zylinderordinaten ein (r, 7, z), so erhalt man 
in bekannter Weise als partikulare Integrale von (5) die fol- 
genden Ausdriicke: 


u =O s Bie r) sin m / cos y, (z—,) (6a) 
Vo =Cr re r) cosmp siny, (z—\,). (6b) 


Im folgenden wird nun gezeigt, dai die Ausdriicke (6a), 
bzw. (6b) bei geeigneter Wahl von (|8,, m, y} bereits Eigen- 


ay |\& Roum L 
= Raum I 
a SS 


=1 |0-(htx) Raum I 


Abb. 1. LS aia tag oe Sektor mit eingebrachter dielektrischer 
Platte der Héhe h an der Stelle x. 


sungen von (5) darstellen, wenn man die Randbedingung 
0 langs der Berandung eines Kreiszylindersektors (Abb. 1) 


& 
* 
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mit dem Offnungswinkel » = ©, der Héhe z=/ und dem Radius” 
r=—R vorgibt; im Zylindersektor ist eine dielektrische Platte 
in der Héhe x bodenparallel eingebracht. Aus der Vollstandig- 
keit des sich ergebenden Eigenfunktionssystems in Verbindung 
mit der weiter oben gemachten Bemerkung tiber den E-, bzw. 
H-Typ erhalt man dann auf diese Weise alle Eigenschwingungen’ 
des betrachteten HR. : 

Es soll zuniichst die Feldverteilung, bzw. Eigenwertgleichung 
des elektrischen Typs abgeleitet werden. Fiir die praktische 
Durehfiihrung der Rechnung ist es zweckmafig, den HR. in 


drei Riitume (s=1, 2, 3) unterzuteilen: ¥ 
Raum 1: ~~ Um 255 DK. = & z 
Raum 2: x<z<xth; DK.=€&& r 


Raum 8: x+h<z<l; ~ DK.=€ 


und die frei verfiigbaren Konstanten (6a) derart zu wahlen, 
so da im jeweiligen Teilraum die dort herrschende Rand- 
bedingung sowie die zu fordernde Stetigkeit der Tangential 
komponenten des {€,%|-Feldes an der Trennungsflaiche d 
einzelnen Riéume erfiillt werden. 

Folgendes Schema gibt eine Ubersicht iiber die Rand- un 
Stetigkeitsbedingungen in vorliegendem Fall: ( 


I. Randbedingungen. 
Raum 1: 2=0; EO = Baty a 
r=h; Ek ty 
=0,0; EO = EM =0. 


Raum 2: RR; RS =e a 
9=0,0; EP = EP=0. 


- 
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Zwischen 
Raum 2 ae EO (c,3); H?=H® (v2) 
z=x—h 3) (2) (3) 
EY = E (@x,3)3 Hy’ =H,” (82,3). 
Man tiberzeugt sich leicht, daf§ die Bedingungen I durch die 
Wahl von 


und Raum 3 


nmr m,V y 

Wi=0, Y= m=] (n=1,2...) und =") 

befriedigt werden, so daB noch C (s=1,2,3), 2 und Rk zur 

Erfiillung der Bedingungen II zur Verfiigung stehen. Fiir die 

Feldkomponenten erhalt man zunichst bei Beachtung von (7) 
aus (8a,b) im Raum 1: 


02 4 : 
(1) aE coe 2 J = Ses ) . 
Ee = z at UO, + eS = 83 Im (By r) sin m P COS 1 Z 
1 02U i : ; 
ee oe 1 EA tt ne , : 
EY = =e a, ByYidm (By7r)sinmpsiny,;z (8a) 
1 @2U. 1my é 
Jas 1 peste 1 —, 
eT Oe 06 a oep Jim (Py) COSM/P SINY Zz 
= 0 
H® = pened Uork J TE BS co COTTE (8b) 
‘ Veopo ” 9? Veovo 7 
H® = — FES OD i ae Th Bod (8,7) sin mp COS Y; Z. 
: Veopo OF Veo 
Im Raum 2: 
1 02 U2 Aen ; iy le 
B= 5 (eu +53) = 4 2 In (Gyr) Sin m P COs Y2(z— V) 
po 1 Fe __ A ay, si Gu)sinmgsiny@e—W Be) 
ae Sej0zO0r 
foe) 2 U5, A a Un yr) cos m sin Y2(z —V). 
| Ei, ~~ se)roz0p face. 7 (8.7) S é 
a,’ = 0 | (8a) 
HH? — ir SANUS Seay | amy, (By 7) cos m¢ cos Y2(2—Y) 
a Veo r oP oe 
a 20 k By dm (v7) sin mp cos y2(z—)- 
‘y Eo Po =r 
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Im Raum 3: 


2 Ui 
E® ; | k2 U3 ee) — B 82 Im (By r) Sin m Pp COS Y1 (2 — l) 
0 2 £9 

p91 CU __3ev @sinmesinyie—) (e) 

r & OzOr E90 

é 2 

ES = ~ te 7 ea aun Jm(Byr) cos im # sin yy (z — J. 

Gas 
Ae (8f) 
Re = ie k OU; B= de wilt Im (Gyr) COS MP COS 1 (Z — 1 

‘ Yeon? 9° Veopo 7 
Aon z Us B eee kB, Jp (By7) sin m Pp cos ¥1 (z—1 

as Veo Po Or \/€o Po 


Es sind nunmehr die Ausdriicke (8) in den Gleichungen (@), 
(8), (y) einzusetzen, um mittels den noch tibrigen Konstanten 
C®— A, C= B (C wird als unwesentliche Konstante gleich 1 
gesetzt), \2—=1) und k die Anpassung der Tangentialkomponenten 
von {¢, $} an den Sprungstellen der DK. (@=x, z=x-+h) 
durchzufiihren. 

Da jeweils die Gleichungen («) und (8), bzw. (y) und (6) 
identisch werden, resultiert ein Gleichungssystem von nur 
4 Gleichungen mit ebensoviel frei wahlbaren Gréfen; man erhalt: 


ey, Sin yj X= Ayo sin Y2(x—).-- (41,2) =(81,2) a) 
cosy;x=Acosy2(x—)  .-- (¥1,2)=(1,2) Ob) 

Ay2 sin Y2(x-+-h—)=e Bsin y; *#+h—D... (2,3) = (82,3) (Oe) 
A cos Y2(x-+-h—p)= Beosy;(x+-h—J)... (Y2,3) = (62,3), (Od) 
aus welchen sich die Konstanten A, B,\) in elementarer Weise 


durch k= eopo ausdriicken lassen. k& gentigt der folgenden 


aus (9) durch Elimination von A, B,\) gewonnenen Eigenwert- 
gleichung 


os ectgyix+ tgyeh 
be teri k—) = aioe (10) 
: en ev tgyixtgyeh | 

12 


mit 


Y= Veovo©®—BF, Ye= Veto Pow® — BF; B= See. 


_ Bevor (10) fiir die hier interessierenden Fille spezialisiert 
wird, sollen noch die Feldkomponenten des magnetischen Typs 


> 
s 
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od 


_ angegeben werden; nach analoger Rechnung bekommt man im 
t Raume 1: 


EY =0 


—* 


mew he cee - 


caer eae rr (pyr) sin mm siny;z (11a) 
Eo 


a 


here —jn|/™ ° 3, Jn (847) cosm4 sin yz. 


Hep = — 8) Jn(8,r) cosm # sin y; z 
4 H, =—y1B.dm (B11) cos m9 cos ¥12 (11b) 
“ 
4 (ihe ==: = Y19m(B4r) sin m 7 cos y; z. 
fi 7 
i Im Raume 2: 
' EB? =0 


k= Ask lies 7 In(8s7) sin m9 sin y2(z—V) (116) 
;3 y E? =—Ajk | = Bychn (34,7) cosm* sin Ye (z—"). e 


HH =— Ain (B,7) cos m9 sin y2(z —V) 
f: 4 HP =—AY2BvJm(Bx1) cos m 9 cos v2 (z—vV) (11d) 


7 HPAP aden snm yore —W). 
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Wie friiher berechnet man aus dem Gleichungssystem 


sin y; X= Asin Y2(x — Pp) 
Y¥1 COS Y1 X= A Y2 COS Y2 (x — Y) 
Asinyo(xth—vV) = Bsinyi «-h—D 
Ay2 0s Y2(x--h— Vv) = By, cosyi(x--h—l 


(12) 


A, B und } als Funktionen von &, wihrend & der Kigenwert- 
gleichung 


is tg yix-+tgyeh 


+ ey (xth—)= (13) 


| oe ytgvixtgyeh 


zu geniigen hat. Mit den Gleichungen (7) bis (13) ist das voll- 
stiindige System der Eigenschwingungen des Zylindersektors 
gegeben. 


Es wird nun der Ubergang zum Kreiszylinder durchgefihrt, 
welcher aus meftechnischen Griinden besonders interessiert. 
Vor allem sind es die zylindersymmetrischen Higenfunktionen 
(des elektrischen Typs), die zur DK.-Bestimmung herangezogen 
werden. Es ist zu beachten, daf} die zylindersymmetrischen Eigen- 
funktionen nicht in dem System (8) (fiir O =22 gesetzt) ent- 
halten sind, da durch den genannten Ubergang ein Zylinder 
mit einer radialen Rippe entsteht, welcher von vornherein diesen 
Symmetrietyp ausschlieBt (wohl aber werden die tibrigen Kigen- 


schwingungen, fiir welche io +0 gilt, identisch mit jenen des 


Kreiszylinders, weil die Rippe ohne jegliche Feldstérung ent- 
fernt werden kann). 


Um die Gesamtheit der EHigenschwingungen eines zylin- 
drischen HR. mit dielektrischer Platte (unter Einschluf der 
zylindersymmetrischen Eigenfunktionen) zu berechnen, ist es 
jedoch nur erforderlich, die in 1 auftretenden Randbedingungen 
L,=H,=0 fiir p=0, © durch die zyklische Randbedingung 
E(p =0) = €E(—2x) zu ersetzen (Fall der zyklischen Ent- 
artung). 


Formal wird dadurch am Lésungssystem (7) bis (13) nichts 
geandert, nur ist jetzt unter m eine ganze Zahl > 0 zu ver- 
stehen. Es ist zweckmafig, in der Potentialfunktion U statt 
sinm?, cosm¢ einzufiihren. (was wegen der zyklischen Ent- 
artung erlaubt ist), so da man fiir m= 0 (zylindersymmetrische 
Kigenfunktionen) folgende Feldkomponenten erhilt: 

4 
: 


an 4 4 . wo 4 
neon De ek Pen 


\ 
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1 02 U, 1 
Eo == (x2 ies ) = 5, BY Jo(Br2) cos y12 


i hoy ae 
; eg OzZ0r —%, Y1 Py So (Gyr) sin 1 2 


9 SS ee ae Bdee=) 8, 1's (Gn) Cont 


Eo Po 


Ee = res = (8,7) cos y2(z —P) 


at (nd y (2) siny2@—W) 


Ca ae ‘att 


r : a a 


= 


tes —4 LB. Sour) cos Y2(2—W). 


ahi £0 Poe 
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A, B,\, Rk sind durch die Gleichungen (9) gegeben, in welchen 
die Ausdrticke (14) fiir y1, Y2 einzusetzen sind. : 

Aus (10) ergibt sich dann mit (14) fiir den weiteren Spezial- 
fall x0 (die dielektrische Platte ruht auf einer Stirnflache 
des Zylinders auf) die Eigenwertgleichung (1a) und damit der 
Ausgangspunkt fiir alles Weitere. 


3. Diskussion der EHigenwertgleichung des zylindersymme- 
trischen E-Typs sowie der zugehiérigen Feldverteilung. 


a) Eigenschwingungen des leeren HR. 


h=0 


Fir {75 geht die Eigenwertgleichung (10) in die Be- 


ziehung 


(He +(e) 0 


iiber2), welche die Higenwertgleichung des £-Typs fiir den leeren 
HR. darstellt. Die Mannigfaltigkeit der méglichen Schwingungen 
ist durch das Zahlentrippel m,n =O, 1, 2,3, ..., v=1,2,3... 
charakterisiert. Die langsten Eigenwellen, somit die niedrigsten 


Eigenfrequenzen (: ==) \ Eq Po = = , sind fiir den #-Typ durch 


das Zahlentripel m=—0, n=0, v=1 gegeben; in (15) ein- 
gesetzt, erhilt man die Grundschwingung des leeren HR. zu 
2 


Eq Pip Wo? = k? = By? = (ea (15 a) 


b) Grundschwingung des HR. mit dielektrischer Platte. 


Durch Einbringen einer dielektrischen Platte in den leeren 
HR. wird die Resonanzwellenlinge bekanntlich erhéht; die Kigen- 
frequenzen w werden daher kleiner, erfiillen somit nicht mehr 
(15a), sondern geniigen der Ungleichung 


Eq Yip 0? = R? < By. 
Dadurch ergeben sich in der urspriinglichen Eigenwertgleichung 
(la) folgende Veranderungen: y; = VR—B wird imaginar, so 
da® sich die linke Seite der Gleichung zu ey; &g¥;(J— A) mit 
= /p2— k2 ergibt; die rechte Seite von (1a) bleibt jedoch 
unverandert, da wegen € >1, y2= VeR2— Bp? reell ist. Dies ist 


2) Den zylindersymmetrischen Fall erhalt d if oy = 
auch direkt aus Gl. (ia). man daraus mit m = 0 oder 
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auch leicht einzusehen, weil erst bei vollkommener Fiillung des 


HR. mit dem Dielektrikum, also fiir h=—J, pee wird. 
E 


i 


Somit erhalt man fiir den Fall der Grandschwingung (n= 0, 
v=1) die Eigenwertgleichung in der ,hyperbolischen* Form 


e129 1@—h)=yotg yeh (16) 
mit $;= |/BR—R, yo= VeR—Bi. 


Es sei erwahnt, daf8 man (im Einklang mit den Rand- 
bedingungen) die Hyperbelfunktionen unmittelbar in der Po- 
tentialfunktion U einfiihren kann; so liefert der Ansatz 


U; = Jo (Pv r) C08 ¥; Zz Raum 1 
Us = Co Jo (Bur) COS Yo (z — WV) Raum 2 
U3 = C3 J (By r) Cos Y; (z —D Raum 3 


fiir die Grundschwingung des zylindersymmetrischen E-Typs 
(und auch fiir alle Oberschwingungen mit bestimmten ¢-, h-, 
R-Werten) eines Kreiszylinders mit dielektrischer Platte der 
Hohe A und x +0 die Eigenwertgleichung 


& gg Y;x—tgyoh 


° 
. 


e4Sgy,x4tha—)= we = (17) 
E Ife i Sg fixtgreh 
e/a? _ #2 
mit {© VBI 
Yo = /ek?— BF 


welche Gl. (10) analytisch fortsetzt. 
Die Auflésung der transzendenten Gl. (16) erfolgt auf gre 
phischem Wege. Die Abb. 2—6 zcigen die Werte von P= FRB 


als Funktion von - mit den Parametern R und €, wie sie sich 


auf Grund einer Umformung von (16) 


1 ; 1 en € € ele 
el) ui als 9 |v, Ty (se ze 4 = \2 — You tel — aR 
j es (| ee : ergeben 
Saal Ae age WA ipl fe Sal g foment SS 
Von Interesse sind die Grenzfialle: 


a) 1/R—co: die dazugehérige Kurve ist wegen Sgoo= 1 
durch die Eigenwertgleichung 


ey; =Yeatgyeh (16 a) 
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gegeben. Die Eigenfrequenz sowie das {€, H}-Feld eines homo- 
genen unendlich langen Zylinders wird also durch Einbringung 
einer dielektrischen Platte gestért, trotzdem das Verhaltnis 
hji=0- ist 

b) h=0 fiihrt zu der bereits behandelten Eigenwertgleichung 
des leeren HR.: 


27\2 eee 2 nx\? (zylindersymmetrische 

ee = Eq fo 02? = Ke = ea i Eigenschwingungen) (16 b) 
1 

und stellt in den Abb. 2—6 die untere Grenzgerade Dis 


0,1 
(vei n=) (dar. 


c) h=/liefert, in Gl. (16) eingesetzt, die Higenwertgleichung 
fiir den homogen mit ¢ erfiillten HR.: 


2 


Abb. 2. 


Die obere Grenzgerade in den erwihnten Abbildungen ist 
durch (16 c) gegeben. Alle graphischen Lésungen der Eigenwert- 
gleichung (16) liegen innerhalb der angegebenen Grenzfille a), 


b), c). Bei gréfer werdenden Parameterwerten R schmiegen 


sich die Kurven immer enger an die Grenzkurve wae an; 


dies besagt, da® fiir konstant gehaltene Plattendicke A die 


_— 
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~ 


Anderung der Kigenwellenliinge bei zunehmender Verlangerung 
des Zylinders immer geringer wird). 
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Weiterhin zeigt ein Vergleich der Abb. 2—6, daf sich die- 


Kurven fiir einen beliebigen Parameterwert * auch mit gréSer 
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werdenden © immer dichter an die Grenzkurve =o an- 
schmiegen. Physikalisch leuchtet dies foleendermafen ein: Ver- 
groBert man die DK. der dielektrischen Platte, so werden die 
Feldlinien immer steiler in die Platte einmiinden und immer 
weniger in dieselbe eindringen, so da® das Dielektrikum, 
phanomenologisch betrachtet, einen quasimetallischen Charakter 
erhalt. Das Feldbild wird daher mit wachsender DK. immer 
ahnlicher der Grundschwingung des leeren HR. (achsenparalleler 
Verlauf des #-Feldes) und die HR.-Frequenz nahezu unabhingig 
von der Zylinderlange werden. 


Die Abb. 7—11 zeigen p= 


1 : ie 
PR als Funktion von iii diese 
Darstellungsweise hat den Vorteil, dai beliebig groBe Werte 


von . der graphischen Darstellung zuginglich sind. 


Abb. 7. 


c) Oberschwingungen des HR. mit dielektrischer Platte. 


Die Gestalt der Higenwertgleichung fiir m= 0, n=1, 2, 
3..., v1 hiangt hier wesentlich von der Dicke der dielek- 
trischen Platte ab. Fiir : = 0 erhalt man die radialsymmetrischen 
Oberschwingungen des leeren Kreiszylinders mit der unter a) 
angefiihrten Eigenwertgleichung 


Gable 


Acta Physica Austriaca, Bd. III/1. 
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Bei Einbringen einer gentigend diinnen Platte (h < hz) bleibt — 
vorerst y; wegen k2> 8,2 oder © > Wo (w, bzw. Wo bedeuten 
die Eigenfrequenzen einer Oberschwingung, bzw. der Grund-— 
schwingungen des HR.) reell, so daf} man fiir den Fall von Ober- | 
schwingung die Higenwertgleichung in der bereits bekannten _ 
,»trigonometrischen* Form e 


entgn@—=—vetgrh (18) 


7s 


af g2 03 O+ OS 46 47 08 09 40 


Sree 
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Nw 


om einen nes oe 


Of 02 03° G4 65 06 47 98 09 40 
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erhilt. Da durch das weitere Anwachsen der dielektrischen 
Platte w immer kleiner wird, tritt in der Folge der Grenzfall 
w (h) = Wo ein. Durch letztere Gleichung ist ein ganz bestimmter 
Wert h=h,=nx R/yoa Ve —1 gegeben, der physikalisch von 
Interesse ist: Bringt man nimlich in den leeren, in der Grund- 


Abb. 12. ke 
- 3 ee : 
Die auf Luft bezogene Resonanzwellenlinge (E—5ek A) eines 


kreiszylindrischen HR. mit dielektrischer Bodenplatte in Abhingigkeit 

von der Zylinderlinge 1/R, bei festem Zylinderradius R und den 

Plattendicken h/R=0,1, 0,25, 0,5, 1,0 sowie der DK. ¢=10 als 
Parameter. ; 


schwingung erregten HR. eine dielektrische Platte von der 
Hohe A, ein, so wird dadurch die Eigenfrequenz des HR. nicht 
geiindert, so daf dieser weiter mit der Frequenz w) schwingt?). 

Eine weitere Vergréferung der Plattendicke tiber den 
Wert A, hinaus fiihrt wegen k< 8; (oder ©< Wo) die Higen- 
wertgleichung (18) in die ,hyperbolische* Form (16) tiber. In 
Abb. 13 ist das eben geschilderte Verhalten der EKigenwert- 
gleichung an einem konkreten Beispiel illustriert. Es wurde 
l/R=1, ¢=10 gewahlt; dargestellt ist 1/R als Funktion von 
h/R fiir die erste Oberschwingung. Der erwihnte Grenzpunkt, 


der den ,hyperbolischen“ Teil der Kurve von den ,trigono- 


__ 4) Die sich daraus ergebende Méglichkeit der Bestimmung des Verlust- 
winkels bei hohen DK.-Werten soll an anderer Stelle niher ausgefiihrt werden. 


ie 
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metrischen* scheidet, liegt hier bei A/R=0,436. Es sei noch 
bemerkt, daf zu einer vorgegebenen Zylinderlinge und einem 
bestimmten & nicht immer ein Grenzpunkt, welcher physikalisch 


Grundschwingung 


60 


5022 


40 


Fo] 


01 [a= 0,436 05 40 


Abb. 13. Die auf Luft bezogene Resonanzwellenlange \/R (Grundschwin- 

gung und erste Oberschwingung) eines kreiszylindrischen HR. mit 

dielektrischer Bodenplatte in Abhiingigkeit von der Hohe der Platte 

h/R, bei festem Zylinderradius R und der Zylinderlange 1/R=1,0 
sowie der DK. ¢=10 als Parameter. 


gesehen das stérungsfreie Einbringen eines Dielektrikums be- 

dingt, vorhanden zu sein braucht, vielmehr ist dessen Existenz 

an die Bedingung 
o> 


nx \? 


j S edee (FD Lye Osstwdty) 
RI 


-gebunden. 


In den Abb. 14—18 ist der Feldlinienverlauf fiir die im 
vorhergehenden behandelten charakteristischen Fille angegeben. 
Da die diesbeziiglichen Differentialgleichungen nicht durch 
elementar auswertbare Integrale integrierbar sind, wurde zur 
Konstruktion der Feldlinien ihre orthogonalen Trajektorien be- 
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niitzt, deren analytische Darstellungen in geschlossener Form 
moglich ist. : 


d) Feldbilder der Grundschwingung (n + 0). 
Die elektrischen Feldstarken lauten: 
Im Raume 1 (¢=1): 


ES = 3 Jo (Bsr) 08 $1 (2 —D 
E° =8,¥1 do’ (G47) inhi @—) 


e 
ss 
Alt 


ae HY Fae © 
POO MG Ce 
eee mnllitmasen 


an 


pao 
ia 
mS 


Abb. 14. Bild der €-Feldlinien ‘und ihrer Trajektorien a einer 
der Grundschwingung zugehérigen Resonanzfrequenz (k = 1,182). 


und im Raume 2 (+1): _ 


aie ead ~ 2 it = —_t : 7 

- EPS ASI, Gace 9 = 
7 F % 7 ¥ , a 

peur 2 US eter et - sabe ee 
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sin \22 MCR (i) (19b) 
mit den Parametern C,; und Cs, der beiden Kurvenscharen. 


Die graphische Darstellung der elektrischen Feldlinien, 
bzw. ihrer Trajektorien gemaf (19a) und (19b) fiir die Grund- 
schwingung wird in den Abb. 14, 15 gezeigt. Es wurden bei 


Abb. 15. Bild der ©-Feldlinien bei einer der Grund- 
schwingung zugehérigen Resonanzfrequenz ( = 2,370) 
und sehr diinner dielektrischer Bodenplatte. 


Abb. 16. Bild der @-Feldlinien bei einer der ersten Ober- 

schwingung (,,trigonometrische* Form der Eigenwert leichung) 

zugehorigen Resonanzfrequenz (k = 3,92) und sehr diinner di- 
elektrischer Bodenplatte. 
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Abb. 17. Bild der @-Feldlinien bei einer der ersten Ober- 
schwingung (Grenzfall: m = wo, h =h g) zugehérigen Resonanz- 
frequenz. 
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gleicher Zylinderliange und gleichem Radius Plattendicken von 
h/R=0,5 und h/R=0,05 gewihlt. 
e) Feldbilder der ersten Oberschwingung (n= 1). 


Fiir den trigonometrischen Bereich der ersten Oberschwin- 
gung, also fiir © >», bekommt man die folgende Darstellung 
der elektrischen Feldgréfen: 


Im Raume 1: 
Eo Eo — Bid (Byr) cos ¥; (z —D 
(Bes —ByyiJo (By7) sin yy (z — J. 
Im Raume 2: 


Zz 


ae 
| Fe— A By Jo (By) COS Y2 z 
E® < 


demnach erhalt man als Differentialgleichungen der dazugehGrigen 
Trajektorien 

| Y1 Jo (8,7) 

a ESA Goan s 

(Ga), dann BN eHP 


dz SAY Jo (8,7) : 
ree Celeers iE CHa Shige 


Deren Lésungen lauten: 


sin YI (z—l)=C, Jo (Br) (:)) (20a) 


und te ) 
sin Y2Z = Cod (Byrn) \! , (20b) 


wobei der in y; und yz enthaltene Eigenwert k aus (18) zu 
entnehmen ist. 


Das zu Gl. (20a), (20b) zugehérige Feldlinienbild wird in 


Abb. 16 wiedergegeben. Laf®t man die dielektrische Platte 


zu dem Wert h=A, anwachsen, so geht, wie bereits angefiihrt, 


So 


die Eigenfrequenz des HR. in den Wert ©) tiber. Im 
Raume 1 stellt sich dann der Feldlinienverlauf der Grund- 
schwingung des leeren HR. ein: 


ea Bi Jo (By 7) 
E?=0. 


(Die Platte hh, veriindert also weder die Frequenz eines in 


- der Grundschwingung angeregten Zylinders noch den Feldlinien- 
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verlauf des dielektrikumfreien Raumteiles.) Im Dielektrikum 
(Raum 2) erhalt man den der ersten zylindersymmetrischen Ober- 
schwingung zugehorigen Feldverlauf eines Zylinders der Hohe 
h=h, (siehe Abb. 17). 

Bei weiterem Anwachsen der dielektrischen Platte, also 
fiir h> hz (w <p ), bekommt man im Raum 1 einen in bezug 
auf z nicht periodischen Feldlinienverlauf, wihrend derselbe im 
Raume 2 periodischen Charakter besitzt. 


In Abb. 18 ist dieser Fall fiir einen Zylinder //R=1, «= 10 
und k=1,97 dargestellt. 


4. MeBtechnische Verwertung der Eigenwertgleichung des 
zylindersymmetrischen E-Typs. 


Zur experimentellen Bestimmung der GK. von platten- 
férmigen Proben kann man, wie bereits in der Einleitung er- 
wihnt, zwei verschiedene Methoden anwenden. Methode a) 
(Frequenzinderung des HR. durch Einbringung der Probe) ist 
bereits in [2] fiir den meftechnisch interessanten Fall dunner 
Platten ausfiihrlich behandelt worden, so da hier nur die dies- 
beziiglichen Formeln ohne Ableitung mitgeteilt werden; nach 
Bestimmung der Resonanzwellenlangen 2, bzw. ho des belasteten, 
bzw. unbelasteten HR. ist die DK. der Probe mit 


1 
SP eGreD Ae (21) 
> eateaie 
(Asse 


egeben; dabei ist der Fehler, welcher durch Verwendung von 
Gl. (21) statt der strengen Higenwertgleichung entsteht, durch 
As 4 x2 l 
pe eth AoE Of fang BY, ah ge 
ORR ate {ae : 
bestimmt. 


In diesem Zusammenhang sei noch angefiihrt, da®B Gl. (21) 
auch fiir diinne Platten mit x + 0 richtig bleibt, was ohneweiters 
aus der Eigenwertgleichung (17) folgt. Erst in zweiter Naherung 
ergibt sich eine Abhangigkeit der Eigenfrequenz des HR. von 
der Lage x der Platte; nach elementarer Rechnung findet man 
dafiir unter der Voraussetzung h/R((1 die Beziehung 


ae 1 2A BAR 4x \2 
So ee 35 1-(] (81 +-8x9]}, 


welche in Abb. 19 graphisch dargestellt ist. 
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b) Bestimmung der DK. aus der Lingendnderung. des HR. 


Das Vorkommen der Zylinderlinge 7 in der Eigenwert- 
gleichung des HR. 


eyy Jy Y4 (i) =2Ys tg Yoh 


ermoglicht es, den Wert der DK. bei konstant gehaltener Fre- 
quenz und einer vorgegebenen Plattendicke als Funktion der 


00057 
40050 
0,0049 
0,0048 
0,0047 


| | 
01 O02 O3 OF O5 66 o7 98 49 yo # 


Abb. 19. Die relative Anderung der Resonanzwellenlinge eines kreis- 

zylindrischen HR. in Abhangigkeit von der Stellung x/l, welche eine hori- 

zontal gelagerte dielektrische Platte im HR. einnimmt; x gibt den Abstand 

der Platte vom Zylinderboden, 1 die Linge des Zylinders an. Die DK. der 

Platte betragt e=10, das Lingenverhiltnis der Plattendicke zur Zylinder- 
lange h/l = 0,01. 


Zylinderlange zu ermitteln. Um den Geltungsbereich dieser 
Methode zu iiberblicken, ist es zweckmafig, wie folgt vor- 
zugehen: Man geht von der elektrischen Grundschwingung eines 
leeren zylindrischen HR. (DK.=—1, Radius = R, Hohe = A) aus, 
dessen Resonanzfrequenz ,9 durch 


eo eae 
Veovo  RVeopo 


gegeben ist. Ferner sei die feste Frequenz des MeBsenders mit 
Ws < Wo festgelegt. Um Resonanz zwischen Sender und HR. zu 
-erreichen (ws), wird nun der HR. mit einer fingierten di- 
elektrischen Substanz (DK.=&vy) voll angefiillt, so dafi ey der 


Oo = 


oe | 


(oder ho = Ro = te 


_ Beziehung 


(Yo. \* 
eu ks? = Ey Eo Po Ws* =|" 


geniigt. Bringt man in den HR. statt der fingierten Substanz 
das zu messende Dielektrikum (DK. =) ein, so wird die Higen- 
frequenz des HR. w-= yo,1/R Vee Po von Ws verschieden sein, 
u. zw. gilt, © >; vorausgesetzt, die Ungleichung We << Ws < Wo. 
Um die gewiinschte Frequenzgleichheit zwischen Sender und 
AR. wiederherzustellen, mu8 man den Zylinder (im Sinne der 
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hier auseinandergesetzten Methode) auf eine bestimmte Lange 
1=h--Al(e) ausziehen; es ist dann - (h+Al(e)) = Ys. 

Dabei ist wohl zu beachten, daf bei fest vorgegebener 
Sendefrequenz und Plattendicke nur fiir ganz bestimmte DK.- 
Intervalle die verlangte Frequenzgleichheit durch eine Ver- 
lingerung des Zylinders hergestellt werden kann. Eine untere 
Grenze wurde bereits durch die Beziehung 


By 2 ( Yo,1 y 
ks? Reo po Ws 


gegeben. Die obere Grenze ©? bestimmt sich aus der Higen- 
wertgleichung des unendlich langen Zylinders 


Ey = 


— \Re— Bi te Vek? — Bi hh = |B Re. (22) 


Praktisch kénnte dieser e-Wert also erst durch unendlich langes 
Ausziehen des Zylinders bestimmt werden. Das hier geschil- 
derte Verhalten wird durch die graphischen Lésungen der Eigen- 
wertgleichung Abb. 20, 21 veranschaulicht. In diesen ist © als 
Funktion von //R mit den Parametern h/R und As/R aufgetragen. 
Wie man sich leicht tiberlegt und aus den angefiihrten Dia- 
grammen ersichtlich ist, wird der Me®bereich um so erdBer 
sein, je gréfer einerseits der Unterschied zwischen 9 und “s 
(bzw. 4») und As) ist, also je gréer der Quotient 
ey Yo, ds 


Kop oars 


wird, anderseits je kleiner die gewahlten Plattendicken der zu 
messenden Substanzen sind. 

Den in den Abb. 20, 21 angegebenen Kurven liegt eine 
aus der elektrischen Grundschwingung hervorgegangene Feld- 
verteilung zugrunde. Man kann aber auch von den zylinder- 
pee sig eet Oberschwingungen, also von der Eigenwertglei- 
chung 


eat is (22), (mit n=1, 2...) 


ausgehen; halt man wieder die Sendefrequenz 5s konstant, so 
ergeben sich aus obiger Gleichung fiir jedes n ein unteres 
Grenzdielektrikum und aus (22) der zugehédrige obere DK- 
Grenzwert, wenn nicht wie friiher der erste, sondern der n-te 
Ast der tg-Funktion beriicksichtigt wird. Man kann durch Wahl 
von Wo, ©s, A immer erreichen, daf diese DK.-Intervalle so 
hoch liegen, da sie praktisch zu keiner Mehrdeutigkeit in de 
Zuordnung A/-e« Anlaf geben. Folgendes numerisches Bei- 
spiel soll dies illustrieren: 


; 
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Betrachtet man hiezu den in Abb. 20 behandelten Fall 
einer dielektrischen Platte mit h/R=0,25, die in einem HR. 
_eingebracht ist, dessen reduzierte Wellenlange 1o/R (ohne Platte) 
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betrigt. Die Wellenlange des MeBsenders is wird um 160°/o 
hoher als Ao angenommen: 
i= a + 1609/9 = 6,79. 

Aus diesen Angaben erhalt man den DK.-Mefbereich der 
Grundschwingung mit 

Ey = 6,7, 69 = 47,7; 29 —ey= 41,0 
und den DK.-Mefbereich der ersten Oberschwingung zu 

Ey = 186, 2° = 418; 2° —ey= 282, 
also weit tiber der Grenze tiblicher ¢-Werte. 


Wie bei der DK.-Bestimmung durch Frequenzanderung 
wird es auch hier niitzlich sein, Naherungsformeln abzuleiten, 
welche analog Gl. (21) gestatten, die DK. durch gemessene 
Gréfen explicite auszudrticken; z. B. liefert Gl. (16) unter der 
Voraussetzung 


e=ty+Ase, Accl 


Al=I—h«¢1 
in erster Naherung folgende Darstellung fiir 4«: 
Eu Yi? A I A °. eS 
pe aay ey mit Y127 = Bs — Rs?. 


Letztere Gleichung wird mit Vorteil bei der genauen Bestim- 
mung der DK. einer Serie verschiedener dielektrischer Sub- 
stanzen (z. B. Glaser), deren DK.-Werte nicht wesentlich von- 
einander abweichen, anzuwenden sein. Die Mefianordnung ist 
dabei derart zu treffen, da& die kleinste DK. der Serie gerade 
etwas gréfer als ey ist. Auf andere leicht abzuleitende Nahe- 
rungsformeln soll hier nicht naher eingegangen werden. Fiir 
iiberschlagige Messungen innerhalb grofer DK.-Intervalle emp- 
fiehlt es sich jedoch, eine direkte Eichung in e-Werten am HR. 
vorzunehmen. 
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Neue Ergebnisse der Margulesschen Beziehungen 
zwischen den Partialdrucken. 
Von 
Alois Musil, Graz. 
(Aus dem Institut fiir anorg. und analyt. Chemie der Universitit.) 
Mit 2 Abbildungen. 
(Eingelangt am 21. April 1948.) 


1. Problemstellung. 


In Weiterfiihrung friiherer Veréffentlichungen!), welche die 
Grundlagen einer Aktivitétstheorie der Nichtelektrolyte be- 
handelten, werden in vorliegender Arbeit neue Ergebnisse der 
Margulesschen Beziehungen zwischen den Partialdrucken gebracht 
und diese Beziehungen auf die Aktivitéiten und Aktivitits- 
koeffizienten binaérer Mischphasen tibertragen. Im besonderen 
werden unter Heranziehung der ,Grenzléslichkeiten* Formeln 
fiir die Dampfdruckkurven binarer Fliissigkeitsgemische auf- 
gestellt, welche eine rechnerische Zerlegung der leicht meBbaren 
Total-Dampfdruckkurve eines biniren Fliissigkeitsgemisches in 
die beiden Partial-Dampfdruckkurven und damit die Berechnung 
der thermodynamischen Aktivititen der beiden Mischungs- 
bestandteile gestatten. 


2. Dampfspannung und Aktivitit. 


Auf die Bedeutung der Partialdruckkurven fiir die Erforschung 
der Konstitution binirer Fliissigkeitsgemische haben zahlreiche 


Forscher nachdriicklich hingewiesen. In der Einleitung der 


klassischen Arbeit tiber Dampfdruckkurven binarer Gemische 
von Zawidzki2) steht der Satz: ,Leider ist die Methode des 
oOsmotischen Druckes meistenteils nur auf verdiinnte Loésungen 
anwendbar. Bei der Betrachtung konzentrierter und tiberhaupt 
irgendwelcher Lésungen miissen wir andere Hilfsgrofen ermitteln, 
die fiir das chemische Potential des fraglichen Stoffes maBgebend 


| sind. Fiir Fliissigkeitsgemische - bietet sich uns eine Gré®e im 


Partialdruck ihrer Bestandteile.“ 


5 4 vel. gl. A. Musil, Osterr. Chem. Ztg. 42, 3871—381, 395—406 (1939); 44, 
-125—138 (igi); Wiener Chem. Ztg. 45, 217234 (1942). 
2) [. von Zawidzki, Z. physik. Chem, 35, 129 (1900). 
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Mit diesen Worten sind die Probleme in ihrer ganzen Breite 
aufgerollt. Die Verdampfung von fliissigen Mischungen bietet 
nun nicht nur an und fiir sich ein grofes theoretisches und 
praktisches Interesse, sondern sie kann auch zur Ermittlung 
der Aktivitiitten der Komponenten in der fliissigen Mischung 
herangezogen werden, denn im Verdampfungsgleichgewicht muB 
die Aktivitit der fltissigen Komponente, namlich na;, gleich gros 
der Aktivitit ihres Dampfes, namlich 1a;, sein und es mu gelten: 


P1 

== 14; — 1 
1a 1a bis (1) 
wenn p; den partiellen Dampfdruck und pj,o den Dampfdruck 
der reinen Komponente 1 bedeutet. Nach diesen Hinweisen ist es 
verstindlich, daB die partiellen Dampfspannungen die erste Rolle 
bei der zahlenmifigen Ermittlung der Aktivitéten der Losungs- 
komponenten (in der fliissigen Phase) organischer und metallischer 
Zweistoffsysteme spielen. (Bei letzteren noch die EMK-Messungen.) 
Die Handhaben fiir eine thermodynamische Verkniipfung der 
Aktivititen fliissiger Komponenten mit anderen charakteristischen 
und empirisch feststehenden Eigenschaften dieser Komponenten 
geben uns auf Grund der Gl. (1) die experimentell ermittelten 
partiellen Dampfspannungen der Zweistoffsysteme im Verein 
mit der integrierten Duhem-Margulesschen Differentialgleichung. 


3. Die Duhem-Margulessche Differentialgleichung. 


Anschliefend an Helmholtz’ Ideen hat Duhem®) als erster 
eine vollkommene thermodynamische Theorie der Dampfdrucke 
binirer Gemische entwickelt‘). Margules5) hat die Duhemschen 
Betrachtungen in eine der experimentellen Priifung zugangliche 
Form gebracht. Die von Margules abgeleitete Beziehung zwischen 
den Partialdrucken lautet: 


dinp;__—dinp2 (2) 
dinx din(i—xy 


wo p; und p2 die Partialdrucke, x und (1—.x) die Gehalte der 
fltissigen Phase in Molbriichen sind. Diese Gleichung wird unter 
der Voraussetzung der Giiltigkeit der Gasgesetze in der Dampf- 
phase und unter der Voraussetzung abgeleitet, da keine Dampfe 
vorliegen, welche Assoziations-, baw. Dissoziationserscheinungen 
zeigen (z. B. Essigsaéure). Uber den Molekularzustand der 
Fliissigkeiten ist Reine Voraussetzung gemacht. 

Die Duhem-Margulessche Differentialgleichung ergibt sich 
aus der Anwendung der allgemeinen Differentialgleichung fir 


3) Duhem, Potential Thermodynamique, Paris, 1886. 
4) Duhem, Compt. rend. 102, 1449 (1886). 
5) Margules, S.-B. Akad. Wiss. Wien (2), 104, 1243 (1895). 
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zwei koexistierende Phasen binirer Gemische. Diese Gleichung 
ist rein thermodynamischen Charakters, und somit ist es auch 
der Schlu8 tiber den Zusammenhang der beiden Partialdruck- 
kurven, wie er in der Duhem-Margulesschen Differentialgleichung 
eben zum Ausdruck kommt. Diese Gleichung kann man auch 
auf die vorliegende Form bringen: 


dina;__ dina, 
dinx © din @d==x) (3) 


Diese Lewissche Formulierung (8) gilt nach Gl. (1) gleich- 
zeitig fiir die dampfférmige Phase I und die fliissige Phase II, 
und im Verdampfungsgleichgewicht kommen wir daher zu einer 
fiir unsere Betrachtungen grundlegenden Beziehung zwischen 
den Aktivitéten (in der dampfférmigen und fliissigen Phase) 
und den Molenbriichen: 


dinya,;__ dlnna; ; d\n a2 as d\n 142 4 
dinx —dilnx -diln(i—x) din(1—x) @) 


Die obigen Gleichungen (2) und (8) kann man auch auf die 
folgende Form bringen: 


melee ==9).(5 | 
dx Jp,r d(1_—x) ]px 


oder dina, dln a> 
x. {| —— = (1— x). 
(CRE P,T d(i—.x) PF 


Nach Gl. (5) besteht also zwischen den Partialdrucken (Aktivi- 
titen) und der Zusammensetzung einer Mischung (ausgedriickt 
durch den Molenbruch in der fliissigen Phase) ein einfacher differen- 
tialer Zusammenhang, u. zw. stehen die logarithmischen Neigungen 
der Partialdruck-(Aktivitits-)Kurven (in Abhingigkeit von den 
dazugehérigen Molenbriichen) im Verhaltnis der Molenbriiche 
selbst. Es gentigt also im Prinzip, den Verlauf der Partialdruck- 
(Aktivitits-) Kurve einer Komponente experimentell zu ermitteln, 
derjenige der zweiten liBt sich mittels der Duhem-Margulesschen 
- Gleichung entweder rechnerisch oder graphisch ermitteln. 

Zwischen den partiellen, molaren Gréfen der einzelnen 
Bestandteile in einer biniren Mischphase (den partiellen Mol- 
volumina, den partiellen Mischungswirmen und Entropien usw.) 
bestehen der Duhem-Margulesschen Gleichung zufolge ganz 
analoge Differentialbeziechungen. Die Duhem-Margulessche 
Gleichung stellt in der Thermodynamik binarer Gemische eine 
sehr allgemeine Gesetzmafigkeit dar und wurde unabhangig 
-voneinander zuerst von Duhem und Margules und spater von 
einer ganzen Anzahl anderer Autoren (Gahl, Lehfeldt, Dolezalek 
und Luther) auf den verschiedensten Wegen abgeleitet. Wir 
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bemerken noch, da® die Gleichungen (2) bis (5) bei Ronstanter 
Temperatur gelten. Als Molekulargewicht der Komponenten ist 
hier fiir den Molenbruch dasjenige in der Gasphase mafgebend. 


4. ,,Auflésung®* der Duhem-Margulesschen 
Differentialgleichung. 


Nach den eben gegebenen Ausfiihrungen sind also in 
Gemischen die Partialdampfdrucke der unmittelbare Ausdruck 
des Molekularzustandes und der gegenseitigen Beeinflussung 
der Komponenten, und daraus erhellt die grofe Wichtigkeit der 
Kenntnis partieller Dampfspannungen fiir die Erforschung der 
Konstitution binirer Fliissigkeitsgemische. Da nun die Funktions- 
formen der Abhingigkeit der Partialdrucke von der Zusammen- 
setzung und nach den obigen Gleichungen auch die Funktions- 
formen fiir die Aktivitaten, Aktivititskoeffizienten und fiir die 
mit ihnen zusammenhingenden einzelnen thermodynamischen 
Bestimmungsstiicke (chemisches Potential, osmotischer Druck 
usw.) nicht mit gentigender Bestimmtheit theoretisch voraus- 
gesagt werden kénnen, darf man weiterhin nach moglichst 
anpassungsfahigen Interpolationsformeln fragen, da nach van 
Laar®) die Duhem-Margulessche Gleichung sich fiir die Auffindung 
von Integralkurven nicht eignet. V. Fischer’) hat gezeigt, daf die 
Gleichung von Duhem-Margules als Sonderfall eines allgemeinen, 
fiir ein Gemisch aus beliebig vielen Bestandteilen sich ergebenden 
Ausdruckes durch unendlich viele Funktionen der Konzentrationen 
erfiillt ist. Eine der unendlich vielen Méglichkeiten, der Duhem- 
Margulesschen Gleichung zu. entsprechen, ist die bekannte 
Entwicklung nach Potenzreihen von Margules, wobei die 
Margulesschen Funktionen nachgewiesenermafien nicht nur die 
Partialdampfdrucke binérer Systeme bei einer Temperatur dar- 
stellen, also die isothermen Partialdruckkurven, wie Zawidzki?) 
nachgewiesen hat, sondern auch die Partialdrucke der Komponen- 
ten eines Systems bei konstantem Druck, etwa beim jeweiligen 
Siedepunkt unter Atmosphirendruck, wie M. A. Rosanoff und 
C. W. Easley’) gezeigt haben. Die Margulesschen Funktionen 
gelten nach den genannten Autoren also sowohl fiir isotherme 
als auch isopiestische Dampfdruckkurven. 

M. Margules®*) hat als , Auflésung* der Duhem-Margulesschen 
Differentialgleichung folgende Reihentwicklungen vorgeschlagen: 


Sa ae oe a 


Bg (6) 


SE eae 
3 -apte... 


Pi=P1,0-%1".e 
Be 
Pa= Poo. 2o. C08 at 
6) J. J. van Laar, Z. physik. Chem. 72, 723 (1910). 
7) V. Fischer, Ann. d. Phys. [5], 32, 347 (1988). 
8) M. A. Rosanoff u. C. W. Easley, Z. physik. Chem. 68, 641 (1910). 
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Hier bedeuten « und 38 Konstante, zwischen denen zufolge 
der Differentialgleichung (2) folgende Beziehungen bestehen: 


d eee ¥ LD) a OQ 
Po = % — %, By = — Oy, Bg = Oy-+- G3, Bg = — ag, (7) 


Weitere Beziehungen zwischen diesen Konstanten ergeben 
sich, wenn man die beiderseitigen Randbedingungen des Problems 
einfiihrt. Unter Voraussetzung der Giiltigkeit des Raoultschen 
Gesetzes, nach dem die Erniedrigung des Partialdruckes beider- 
seits in sehr verdiinnten Lésungen (d. h. in unmittelbarer Nahe 
der Grenzen x; = 0 und x; 1) normal angenommen ist, folgen 
die weiteren Konstantenbeziehungen: 


Cp = Bo == il Til QC; = By = 0 (7') 


Setzt man die Konstantenbeziehungen (7) und (7’) in die 
urspriinglichen Margulesschen Funktionen (6) ein, so nehmen 
die experimentell zu priifenden Gleichungen folgende Gestalt an: 

a xper ta 
Pi> Pi,0-%1 ieee ere (8) 
Po= P2,0-X2.€ 2°" 37% 

In dem simultanen Gleichungssystem (8) gibt es nur mehr 
die Konstanten o, und cg als Unbekannte, deren exakte und 
rasche Berechnung die Grundvoraussetzung ftir den Aufbau 
unserer ganzen Mischungstheorie ist und auf deren physikalische 
Bedeutung wir im spiteren eingehen. Wir bezeichnen die Gréfen 
@, und 3 als Wechselwirkungsgréfen, d.h. als Groen, welche 
nicht einseitig einer Komponente zugeordnet werden diirfen. 
Sie stellen vielmehr Gréfen dar, die auf Wechselwirkung der 
Lésungskomponenten zuriickgefiihrt werden miissen. Mit Riick- 

- sicht auf die Gleichungen (1) und (4) folgen aus der Margulesschen 
Entwicklung nach Potenzreihen, némlich den Gleichungen (8), 
unmittelbar Aktivititsgleichungen, welche die Aktivitaéten der 
fliissigen Komponenten als Funktion der Margulesschen ,, Wechsel- 
wirkungsgré®en* und der Molenbriiche darstellen: 


Lele oe ee ae 
AL = 1a=> faxes 5 # 
Pup (9) 
SLE = 
P2,0 


5. Die Aktivititsgrundgleichungen. 


In friiheren Arbeiten’) haben wir in Grundztigen eine 
- Aktivitiitstheorie der nichtidealen Mischungen unter Heranziehung 


hd %) Vgl. A. Musil, Osterr. Chem. Ztg. 44, 125 (1941) u. Wiener Chem. 


 Ztg. 45, 217 (1942). 
\ 8* 
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von Aktivitatsgrundgleichungen entwickelt. Zur Aufstellung dieser 
Gleichungen fihrten uns in gedrangter Darstellung folgende 
Betrachtungen und Berechnungen: 

Die urspriingliche Lewissche Definition der Aktivitat, naémlich 


wP1 —uPs,0o = RT. Inna, *) 
oder (unter Hinweglassung des Phasenindex II) 
1 — pio = Fr Fo Sj RT Ane RT aks ee 


la8t sich nach Umgestaltung 


ba — Hao As A Ws —T.ASs *) 
a,;—e Rie Chi =e RT 


und mit Riicksicht darauf, dai e "ist, schlieBlich auf die 
A} 


folgende, im Hinblick auf die ideale Mischungsentropie* 


(A S;,i = — R.Inx;) zweckdienlichste Form bringen (mit Phasen- 
index Il): 3 ‘- 
AW,—T.ASt AW2—T.ASs 
pees zl x ee SS Trey, * 
11d; — xX). € Jedd "> Nao —= Non @ RT naz, (10)*) 


Durch Verkniipfung der Gleichungen (9) und (10) folgt 
unmittelbar: 


P1 


Cees netinel 
—~— ==] a) = 14; — xX). e2 sp an 


Pi.0 nal uaa (11)*) 


P2 wah Oe 98 AWe—T.ASs_ 
p [ao == 14g X2.e€ 2 3 °°" ==Xow C RT 
2,0 


Aus dem simultanen Gleichungssystem (11) folgen schlief- 
lich die fiir unsere theoretischen Betrachtungen und weiteren 
Berechnungen grundlegenden Aktivitaitsgleichungen: 


a kW TAS 
in7 = Inn fy =—— = —Inx,= 
= uf RT Inx, 
ge 8 ap eR eg 
9 - X92 a 3 - X2 
eer he 12)" 
TE NE pe Le ua come 
Xo é RT rae 
(a oA (oe 
a2 ES gee 
=) Iv, ist das chemische Potential (oder die partielle molare freie 


Enthalpie) eines aus neutralen Molekiilen bestehenden 
Stoffes 1, der sich in der Phase Il befindet, pro Mol auf 
die reale Lésung (Stoffmischung) bezogen; fivi,o ist das 


ee a 


a. 


seaien 
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Mit diesen Grundgleichungen ist ein zahlenmifig faf- 
barer Zusammenhang der partiellen molaren freien Enthalpie- 
Anderungen (A F\, A F,), bzw. der partiellen molaren Mischen- 
thalpie-(A W,, A W2) und Mischentropie-Anderungen (A Si, A 8) 
in binaren, fliissigen (Index I) Gemischen mit den aus Dampfdruck- 
messungen (Index I) berechenbaren Wechselwirkungsgré8en 
aufgezeigt. Dieser Zusammenhang erméglicht die numerische 
Berechnung der Aktivitéten (141, naz), der Aktivititskoeffizienten 
(fi, uf) beider fliissigen Komponenten im gesamten Mischungs- 
gebiet sowie der mit diesen Grédfen zusammenhingenden 
thermodynamischen Funktionen (z. B. der Wiarmeeffekte von 
Gemischen, der freien Enthalpie und durch Differenzbildung 
der Mischentropie) in einfacher geschlossener Form als Funktion 
der Zusammensetzung (x;, 2) der fliissigen Phase bei Ronstanter 
Temperatur. 

Das wesentlich Neue an unserer Theorie ist die Méglichkeit 
einer Berechnung der freien Enthalpie AF aus den Wechsel- 
wirkungsgroBen «, und ¢3, wobei bekanntlich die freie Enthalpie 
AF die eindeutig charakterisierende Zustandsgréfe von Misch- 
systemen darstellt. Diese Berechnung lauft nach dem obigen 
auf die Kenntnis der Wechselwirkungsgr6éfen « und cs hinaus. 
Dadurch gewinnen die Berechnungsmethoden dieser Hilfsgréfen 
M und cs aus den leicht mefSbaren Tota/-Dampfdruckkurven 
immer mehr an Bedeutung. Im besonderen ist die médglichst 
genaue (und dabei rasche) Ermittlung und Kenntnis dieser 
Wechselwirkungsgrofen «2, und «3 die Grundvoraussetzung fiir 
unsere ganze Mischungstheorie, und in einer folgenden Arbeit 
bringen wir daher die von uns gefundenen raschen und dabei 
exakten Ermittlungsmethoden dieser Gréfen. Aus der so be- 


thermodynamische Potential pro Mol der reinen Lésungs- 
komponente (in derselben Phase I) auf irgendeinen 
Normalzustand bezogen. 

Ila; ist die Aktivitit des Stoffes 1 in der Phase II. 

AF, (=F, — F,,0) ist die Anderung der partiellen molaren freien Enthalpie 
F, der ersten Komponente beim Ubergang vom reinen 
fliissigen Zustand (7,0) in den der Mischung mit dem 
Molenbruch x. 

AW,, bzw. 4S, ist die Anderung der partiellen molaren Mischenthalpie 
bzw. Mischentropie beim Ubergang vom reinen fliissigen 
Zustand in den der Mischung. 

fi ist der Aktivitatskoeffizient, und die Aktivitét a, (=x..fi) | 
ist als das Produkt aus Konzentration und Aktivititskoef- 
fizient definiert und bis auf eine multiplikative Konstante 
unbestimmt, wie die thermodynamische Diskussion ergibt, 
d. h. die Normierung der Aktivititskoeffizienten kann, wie 
wir bereits in friiheren Arbeiten®) gezeigt haben, ver- 
schieden erfolgen. 
Ganz analoge Beziehungen gelten fiir die zweite Lésungs- 
komponente. 
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rechneten freien Enthalpie Af und aus der experimentell 
ermittelten Mischenthalpie AW (negative Mischungswarme) 
berechnet sich nach dem 2. Hauptsatz AF = AW—T. AS die ftir 
die Theorie der Mischsysteme so wichtige Mischentropie AS. 

Auf diese Verhiltnisse gehen wir in spateren Arbeiten 
ausfiihrlich ein, in denen erstmalig die Warmeeffekte von 
Gemischen und die osmotischen Effekte zahlenmafig in einen 
rein energetischen und einen rein entropischen Anteil zerlegt 
erscheinen. Hierzu wird der allgemeine Aktivitatskoeffizient 
eines Bestandteiles aufgespalten in einen energetischen und 
einen entropischen Anteil. Die experimentelle Erfassung dieser 
Anteile wird aufgezeigt, um ihre Deutung aus den Eigenschaften 
der Mischungsbestandteile zu erméglichen. 

Diese bei den niedermolekularen organischen Mischungen 
gewonnenen Erkenntnisse und Berechnungen werden auf die 
homogenen fliissigen Metall-Mischungen und Salzschmelzen 
iibertragen. Die Thermodynamik der Losungen hochmolekularer 
Substanzen wird ebenfalls auf den obigen Grundlagen aufgebaut. 


6. Das ,,Verhalten an den Grenzen‘* und die 
,,Wechselwirkung im Mittelgebiet*. 


Wir geben im folgenden eine Zusammenfassung der 
wichtigsten Ergebnisse unserer Untersuchungen auf diesem 
Gebiet, um die Grundlagen zu schaffen, auf denen wir in 
einer Reihe spaterer Verdffentlichungen aufbauen. Aus dem fiir 
die ,Wechselwirkung im Mittelgebiet“ zusténdigen Duhem- 
Margulesschen ,Gesetz*“ 


(13) 


ergibt sich in friiheren Arbeiten®) durch eine geeignete Inter- 
pretation des ,Verhaltens an den Grenzen“ 


_ 1. das Raoultsche Gesetz (a; =X}, a2 Xo), giiltig: a) fiir 

die in tiberwiegender Menge vorhandene Komponente 1 in allen 
verdiinnten Lésungen, b) fiir beide Komponenten 1 und 2 von 
,idealen* konzentrierten Losungen; 
; 2. das Henrysche ,,Gesetz“ (a; = ky. Xj, 22 = ko. Xo), giiltig: 
in den Fallen a) fiir die in geringer Konzentration vorhandene 
Komponente 2, wobei dieser Bestandteil 2 beliebig stark vom 
Raoultschen Gesetz abweichen kann. 


Weiters ergibt sich die Identitat der Absorptionskonstanten 


(Ry, Re) des Henryschen Gesetzes mit den Grenzwerten /;° und /,° 
der Aktivitatskoeffizienten (fiir x, = 0,.x2 = 1, bzw. x2 = 0, x; = 1) _ 
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oder den ,Grenzsteigungen“ (tg, tg pz) der Aktivitiits-Konzen- 
trationskurven: 


t f I f (14) 
In ko =In fo =In tg g. = a Ta | “s = 2 z 


Das Henrysche Gesetz selbst nimmt dann die Form an: 


a2 as 
afj—= 2X) hj =x, fP=—x,.e2 °° 3 he 
ae ES (15) 


ao = Xo. Ro sto fo" a. C2 Wy 


Diese Interpretation wird durch die Abb. 1 und 2 ver- 
anschaulicht, in denen die Diagonalen die unter 45° verlaufenden 
Raoultschen Geraden sind. 


oO 05 —e*% 10 


Abb. 1. Aktivitits-Konzentrationskurven von 
Aceton (1) - Schwefelkohlenstoff (2) - Mischungen 
bei 35,179 C 


Die in diesen Abbildungen eingezeichneten Tangenten /; = 1 
und f2—1 geben den Giiltigkeitsbereich des Raoultschen Gesetzes, 
und die ,Grenzsteigungen“ der Aktivitats-Konzentrationskurven 
fi=ki tg) und f= (tg ~2) den des Henryschen 

_ Gesetzes an. Man sieht, welch untergeordnete Rolle eigentlich 
dem in der Literatur so oft mit mehr Unrecht als Recht an- 
 gewandten Raoultschen Gesetz in der Theorie der konz. L6sungen 
zukommt. Um das , Mittelgebiet* auszufiillen, muf man empirische 

_ Aktivitiitsbestimmungen zu Hilfe nehmen. Sie ergeben, nach 

- Zawidzki2), die Kurven der Abb. 1 und 2 (die aus gemessenen 

- Partialdrucken entnommen und hier auf Aktivitaten umgerechnet 
| sind). Aus dem Henryschen Gesetz in der Formulierung (14, 
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tg 


ies Oe, 
bzw. 15) ersieht man besonders klar, daf we bzw. 6 im wesent- 


lichen das MaB fiir die Unsymmetrie der Partialdruck- (Aktivitats-) 
Kurven darstellt; fiir «3 =0 herrscht volle Symmetrie. 

Die iiber das gesamte Mischungsgebiet giiltigen Gleichungen 
(12), bzw. (13) ergeben nun die Rechenansatze fiir eine Theorie der 
Aktivitiiten von fliissigen Gemischen, die tiber die unmittelbare 


10 


7 


Abb. 2. Aktivitats-K onzentrationskurven von Ace- 
ton (1)-Chloroform (2)-Mischungen bei 35,179 C. 


Nahe der Grenzen x.—0O (reiner Stoff 1) und x,;—0O (reiner 
Stoff 2) hinausreicht. Eine solche Theorie ist nach Schottky und 
Wagner’) bisher in umfassenderer Weise fiir die Wechselwirkung 
geloéster Stoffe im Mittelgebiet nicht gegeben worden. 

Daf die obigen Gleichungen aber nicht nur einen die 
Erscheinungen recht handlich erfassenden Rechenformalismus 
darstellen, sondern dartiber hinaus auch einen ,physikalischen 
Sinn“ haben, indem sie ableitungsgemiéf die Wechselwirkung 
zwischen Geléstem und Lésungsmittel zum zahlenmafigen 
Ausdruck bringen, haben wir in den zitierten Arbeiten®) ge- 
zeigt. Insbesondere ergibt obige Interpretation die physi- 
kalische Bedeutung der GréBen cy, und os, bzw. ihrer Summen 

OS ee 


ie 3° 9 on) Nach den Gl. (14) und (15) haben namlich 


die ,Grenz-Aktivitatskoeffizienten* (7°, f2°), welche gleichzeitig 
die Konstanten (k;, k2) des Henryschen Gesetzes darstellen, 
die physikalische Bedeutung von _ ,relativen Verteilungs-, 
resp. Loéslichkeitskoeffizienten*, durch deren Gréfe und Vor- 
zeichen der Charakter der-Partialdruck- und somit auch der 


ae W. Schottky u. C. Wagner, Thermodynamik, Berlin 1929, Springer, 


S. 36 
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Aktivitatskurven vollkommen bestimmt wird. Beim Studium 
der Abhangigkeit der «-Werte vom chemischen Bau der 
Mischungspartner haben wir auch gefunden, daB die «-Werte 
selbst keinen durchsichtigen Zusammenhang mit dem Molekiil- 
bau aufweisen, da hingegen die beiden fiir die Henry- 
schen Konstanten eines Stoffpaares maigebenden Summen, 
Oy , Os 


9 ay. In f;°) und 3 ee (=In f2°), ein viel tibersicht- 


licheres Verhalten erkennen lassen. 


¢. Die Aktivititen als Funktion der .,@renz- 
Aktivititskoeffizienten®. 


Aus all diesen Erwagungen heraus ergibt sich die Notwendig- 
keit, die Aktivitiiten der Bestandteile von Zweistoffsystemen 
bei Ronstanter Temperatur auf die Grenzwerte /,° und f2® der 
Aktivitatskoeffizienten (fiir x; =0, x.=1, bzw. x» =0, x; = 1), 
d.h. auf die Konstanten des Henryschen Gesetzes fiir den jeweils 
verdiinnt gelésten Bestandteil zuriickzufiihren. Die Aktivitits- 
koeffizienten im ,Mittelgebiet“ als Funktionen der ,Wechsel- 
wirkungsgréfen* a und a3 [GI. (12)] lassen sich im Hinblick auf 
die Gleichung (14) durch folgende Transformationsgleichungen 
tiber das gesamte Mischungsgebiet als Funktionen der ,Grenz- 
Aktivitaétskoeffizienten* 7,9 und f2°, d. h. als Funktionen der 
gegenseitigen Loslichkeiten der beiden Stoffe im ,Grenzgebiet“ 
darstellen: 


In 7, =|B4- P| xe[[+3)-a—22)+ 
+(F+¢)-2%| x2 = 
=[In f°.(1—2a,) In fy. 207, ] 07,” se 
tng [2%], ne [S24 34) 12) + 
+(2+3)}2| x= 


: —[Inf,°.(1—2a,) + In f°. 2.4%] 0074? 


Die in den beiden rechten Termen der Gl. (16) sich bereits 
abzeichnende_ ,,Spiegelbildsymmetrie* der Konzentrationsver- 
kniipfungen kommt durch eine weitere Transformation der 
Konzentration dieser Terme zum sinnfilligen Ausdruck. Setzen 

wir namlich 
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x, _!1 = Mund x» =F tor Xe ge 5 wind also mm = 0} (17) 


so folgt ein spiegelbildsymmetrischer Verlauf der Konzentrations- — 
verkniipfungen in den Aktivitétsformeln (16): 


(1 2x)).x2=—m. (SP) atm 2x1, X2 = (1+ m). 


(18) 


2 2 
(2%). =m. (7) == cn); 2 x2 x12=(1—m). 
2 f 
Ze hide sess 
Die Gleichungen (16) selber nehmen dann folgende Form ana 
ee ee a 
In 7, —(2+$.n|22=—m : ae -uf®+d+ ms 
1—m\? + 
.(——_}] .nf,®°= 
ole cle 
=a(m).Inf,°+b (m)-InfZ,* 
Og + 


‘ Os Oo 
VAS a Fa ac Ree — 
ieee 


& 


oe oe 
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Oo Lo jes 2 zis 2 
nfpaZ.xi=.( a = y on eee (' us ‘ 
al 2 
+m). ! = | = 
Inf (' 4 
* (20) 


Die Einfiihrung der ,Grenz-Aktivititskoeffizienten* /,° und 
f2° an Stelle der urspriinglich aufscheinenden , Wechselwirkungs- 
grofen* c, und a3 in die Aktivititsformeln (12) fiihrt also zu 
einem spiegelbildsymmetrischen Verlauf der Konzentrations- 
verkniipfungen in den allgemeinen Aktivitétsformeln (19), der 
in einen spiegelbildsymmetrischen Verlauf der A&tivitétskurven 
selber tibergeht in dem Spezialfalle (20), wo /;9=/f.° oder 
iis == () wird. 

Zusammenfassend lassen sich also die Aktivitéten der 
Bestandteile von binaren Fliissigkeitsgemischen bei konstanter 
Temperatur auf die Grenzwerte /;° und f,° der Aktivitats- 
koeffizienten jn fae =o In Pes cos vel. Gl. (1s | 
zuriickfiihren; 7;° und /f,° stellen gleichzeitig die Konstanten 
des Henryschen Gesetzes fiir den jeweils verdtinnt geldsten 
Bestandteil dar. Hieraus lassen sich die Aktivitaéten beider 
Bestandteile sowie alle anderen thermodynamischen Eigenschaften 
im gesamten Mischungsgebiet in einfacher geschlossener Form 
als Funktion der Konzentration darstellen. 


8. Die Dampfdrucke als Funktion der 
.Grenz-Aktivititskoeffizienten‘. 


Dieselben Betrachtungen gelten unverdndert fiir die Dis- 
-kussion des Verlaufes der entsprechenden Partial- und Total- 
Dampfdruckkurven. Im Hinblick auf die Definitionsgleichungen 1 


der Aktivitit (2 — Pl prw.a,= ee und a; =x). fi, bzw. a2 = 


P1,0 P2,0 

| ==x.fo folgt naimlich fiir den Totaldampfdruck P— Pit pe 
_pinarer Gemische als Funktion der Konzentration (x;,*2) un- 
| mittelbar die Beziehung: 


| 4 P (a1, H#2) = pi (x1, Xa) + po (11, X2) = P1,0- 41 + P2,0- 42 = 
= pr,o-X1 fi + P2,0- X2f2= (21) 
= p19 Hy eM, 9+ W_- EF 


nt 
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Fiihren wir in diese Gleichung (21) die Gleichungen (17) und 
(19) ein, so resultiert fiir den Totaldruck P(m) als Funktion der 


Konzentration 272: 
1+m = == eee hfe 
P(m)=Prso-| ).< ( 2 ) “hs ( 2 ) — 
(22) 
tee; 1+m 2 : = 1+m eer / 


a 


Fiir volkkommen symmetrisch gegen die Mittelordinate 
verlaufende Partialdruckkurven, d. h. fiir p;,9 = 92,9 und fj," =f» 
degeneriert Gl. (22) zu: 


» «In f,9 iz m i 1—m n fi. 1l+my 
P(m)=po-(-5" |e i -( 2 + puo(™ a }.e f ( 2 ) (23) 


a 


1 1—m 
Setzen wir in Gl. (22) pi,o i =e = Q(m), P2,0- bee = 
— R(m); ferner In f;° =.’ und In f° = ’, so folgt im Hinblick 
auf die Gl. (18): 


P(m) =< Q (m) : er” .a(m)+y' .b (m) LR (m) : oe .d(m)+y'.c (m) (24) 


Mit dieser Gleichung (24) haben wir die Grundlage fiir die 
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen, wobei aber die 
Unbekannten x’ = In f,° = o/2—-+ 3/3 und y'’= In fo® = a,/2-+ a3/6 
nicht linear auftreten, geschaffen und damit gleichzeitig die fiir 
den Aufbau unserer ganzen Mischungstheorie so wichtigen /;°, f2°-, 
bzw. Co, Cg-Gréfen berechenbar gemacht. Damit ist dann auch 
ohne weiteres die rechnerische Zerlegung der leicht mefbaren 
Total-Dampfdruckkurve eines binidren Fliissigkeitsgemisches in 
die beiden Partial-Dampfdruckkurven und damit die Berechnung 
der thermodynamischen Aktivititen der beiden Mischungs- 
bestandteile aufgezeigt, woriiber in einer folgenden Arbeit 
ausftihrlich berichtet wird. 


Zusammenfassung. 


In Weiterfiihrung friiherer Veréffentlichungen wird in iibersichtlicher 
Form eine fiir die Stoffmischungen allgemeine (d. h. fiir beliebige Stoffe, 
Konzentrationen und Temperaturen) giiltige und experimentell priifbare 
Theorie der nichtidealen konzentrierten Lisungen gegeben und die exakte 
Auswertung von Messungen an diesen Lisungen aufgezeigt. Damit ist das 
Grundproblem der _ nichtidealen Mischungen von WNichtelektrolyten in 
phiainomenologischer Weise in voller Breite einer rein thermodynamischen 
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Lésung zugefiihrt. Fufend auf den Grundlagen einer Aktivitiitstheorie 
_nichtidealer konzentrierter Lésungen und unter Heranziehung experimenteller 
_Dampfdrucke und Mischungswirmen wird die Berechnung des allgemeinen 
Aktivitétskoeffizienten und dessen Aufspaltung in einen rein energetischen 
und einen rein entropischen Anteil diskutiert. Die experimentelle Erfassung 
dieser Anteile wird aufgezeigt, um ihre Deutung aus den Eigenschaften 
a Struktur, Gréfe und Gestalt) der Molekiile der Mischungspartner 
zu erméglichen. SchlieBlich werden die allgemeinen Grundlagen geschaffen, 
; die rechnerische Zerlegung der leicht meSbaren Total-Dampfdruckkurve 
eines biniren Gemisches in die beiden Partial-Dampfdruckkurven und 
damit die Berechnung der thermodynamischen Aktivitiiten der beiden 
_Mischungsbestandteile durehzufiihren, woriiber in einer folgenden Arbeit 
ausfiihrlich berichtet wird. : 


so 


Zur Lichtemission des Europiums. 
(Zum Teil nach Versuchen von F. Weger.) 
Von 
Karl Przibram. 

Il. Physikalisches Institut der Universitat Wien. 
(Eingelangt am 24. Februar 1949.) 


In Fortsetzung friiherer Versuche!) wurde die Fluoreszenz 
des zweiwertigen Europiums in verschiedenen Grundmaterialien 
untersucht. Die Erregung erfolgte durch das Filterultraviolett 
einer Osram-Hochdruckquecksilberlampe; die Spektren wurden 
mittels des Lumineszenzspektroskops von Hauer und Kowalski 
und angeschlossener Kontaxkamera aufgenommen und mittels 
eines Mollschen Registrier-Mikrophotometers ausgemessen. Die 
Praparate wurden so hergestellt, daf’ das Grundmaterial mit 
Spuren von reinem Europiumoxalat (McCoy) auf Platindraht, 
Magnesiastibchen oder in Jenaer Glasréhrchen in der Bunsen- 
oder Wasserstoff-Flamme, manchmal auch im elektrischen Ofen 
erhitzt wurde. Die Lage des photographischen Bandenmaximums 
stimmt, wo das gleiche Material nach gleicher Behandlung unter- 
sucht wurde, trotz verschiedener photographischer Emulsionen 
(Plus X Kodak Film?) in dieser, Agfa Super-Pan in der friiheren 
Arbeit) gut mit den friiheren Messungen tiberein. Die Lage des 
Bandenmaximums hingt aber wesentlich von der Art der Erhitzung 
ab; es riickt nach langeren Wellen, wenn das Praparat statt im 
Glasréhrchen auf Platindraht erhitzt worden war. Ob die héhere 
Erhitzungstemperatur allein oder auch die Flammengase mit- 
spielen, konnte noch nicht sichergestellt werden; immerhin zeigt 
der Versuch mit CaCl,-+ Eu im elektrischen Ofen den Einfluf 
der Praparationstemperatur. Mit Eu-haltigem Borax wurde auch 
die Fluoreszenz bei verschiedenen Temperaturen aufgenommen. 
Das Bandenmaximum zeigt zwischen Zimmertemperatur und 
200° C keine merkliche Verschiebung, doch tritt bei der Tem- 
peraturerhOhung die blaue Bande in reversibler Weise gegen 
die Linien des dreiwertigen Europiums zurtick. Die folgende 
Tab. 1 gibt eine Zusammenstellung der Resultate. 


1) Siehe die Zusammenfassung K. Przibram, Z. f. Phys. 102, 331, 
1936, 107, 709, 19387 sowie Wiener Ber. Ila, 147, 261, 1938. 
~2) Wir verdanken diese Filme durch freundliche Vermittlung Dr. F. 
Urbachs der Eastman Kodak Co. in Rochester, N. Y. 
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Im Hinblick auf die geringe Dispersion der Anordnung und 
der Breite der Banden sind die Zahlen nicht sehr genau, doch 
stimmen im allgemeinen die Zahlen fiir verschiedene Praparate 
gleicher Zusammensetzung und Behandlungsweise auf wenige 
mp. miteinander tiberein; die Abhingigkeit der Bandenlage vom 
Grundmaterial und der Erhitzungsweise ist somit sichergestellt. 


Tabelle 1. 


Bandenmaximum in mp. 


Grundmaterial Erhitzt auf, bzw. in Peibeat apn 
und Weger Przibram) 
BoO3 Pt-Draht 427 
NaCl Pt-Draht ed ) 
455 f 

NaCl Jenaer Glas i50f) 430 
NaoBsO, Zimmertemp. Pt-Draht 470 
NagB4O, 100° C Jenaer Glas 470 
NasB,07 200° C Jenaer Glas 470 
NaPO, Pt-Draht 483 
KCl Pt-Draht 455 | 
KCl Jenaer Glas 430 424 
KJ Jenaer Glas 424 424 
CaF» nat. Fluorit, | 

Weardale — 430, [ 429 
CaCle Pt-Draht 2 433 
CaClo Quarzrohr 11009 C 470 
CaCle Quarzrohr 5509 C 426 
CaO Mg-Stabchen 4705) 
CaS Pt-Draht 477 
CaSO, mit Eu gefillt, 

mit Ra bestrahlt _ = 400 
Euz,03 Mg-Stibchen 470 


Ein Zusammenhang der Bandenlage von anderen physikalischen 
Eigenschaften konnte noch nicht festgestellt werden; vielleicht 
sind hiezu erst ,korrespondierende* Herstellungsbedingungen 
erforderlich. : 

Eine eigenartige hellgelbe Fluoreszenz zeigt ein europium- 
haltiges Gemisch von CaCl, und Borax, nachdem es vorsichtig 


3) B. Karlik und K. Przibram, Wien. Ber. Ila, 146, 209, 1937. 


4) Im Gegensatz zu den friiheren Aufnahmen zeigen diese Versuche | 


mit NaCl deutlich, da sich zwei Banden mit den angegebenen Maximis 
tiberlagern; es bleibt noch zu untersuchen, ob dies daher riihrt, daf hier 


dem NaCl das Eu in Form von Oxalat (also Oxyd), in der friiheren Arbeit _ 


aber als Chlorid zugesetzt worden war. 

H 5) Es sei hier bemerkt, daf die reinsten uns zur Verfiigung gestandenen 
O-Praiparate nach starkem Erhitzen auf Mg-Stabchen in der Wasserstoff- 

Flamme vor der Analysenlampe stets eine blaue Fluoreszenz zeigten mit 
m Maximum bei 452 mp. 
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oxydierend in der Bunsenflamme erhitzt worden war. Kin 
giinstiges Mischungsverhiltnis ist 4 Teile CaCl. zu 1 Teil Borax 
mit 1°/) Europiumoxalat. Das Spektrum zeigt eine breite Bande, 
deren Maximum schon jenseits der Empfindlichkeitsgrenze des 
bentitzten Filmmaterials, vermutlich schon im nahen Infrarot, 
liegt. Bisweilen zeigt sich auch noch die Bande des zweiwertigen 
Europiums zwischen 430 und 470 mp. Variation der Zusammen- 
setzung zeigt, dafs das Europium fiir das Zustandekommen der 
gelben Fluoreszenz nétig ist, und wahrscheinlich auch die gleich- 
zeitige Anwesenheit von Cl, B und Ca oder Na. Ob die lang- 
wellige Bande dem Eu selbst zuzuschreiben ist, aft sich noch 
nicht mit Bestimmtheit sagen; es wire auch mdglich, da das 
Eu hier nur sensibilisierend fiir die Erregung eines anderen 
zufillig anwesenden Aktivators wirkt. Es sei aber darauf hin- 
gewiesen, daf§ in Erdalkalisulfid-Phosphoren nach den Unter- 
suchungen von F. Urbach und Mitarbeitern®) das Eu zu breiten 
roten Emissionsbanden Anlaf gibt, und daf nach Freed und 
Katcoff7?) EuCl, in SrClz eingebaut aufer einer violetten Fluo- 
reszenzbande um 406 mp auch eine rote bei etwa 700 mp 
aussendet, die sich bei tiefen Temperaturen in eine grofe Zahl 
von Linien auflést, die von 673 bis 825 mp reichen. Auch die 
violette Bande hat nach Freed und Katcoff bei tiefen Tem- 
peraturen eine reiche Struktur. Fiir die breiten Banden des 
Eu II geben diese Autoren auch die von K. Przibram vorge- 
schlagene Deutung an, naimlich Ubergiinge zwischen 4f und 
5 d usw. Ferner betonen sie auch die starke Abhangigkeit der 
Bandenlage vom Grundmaterial. 


Eine eigenartige -Beobachtung konnte wiederholt gemacht 
werden, wenn bei der Priiparation des oben genannten Gemisches 
die gelbe Fluoreszenz nur an einer Stelle des Priparates auf- 
getreten war: bei blofem Liegen an der Luft breitet sich dann 


die Fahigkeit zu ihrer Emission von selbst tiber die ganze 
Perle aus. 


Das in einer friiheren Notiz’) besprochene blaue Leuchten 
europiumhaltiger Substanzen in der Flamme wurde durch weitere 
Versuche bestatigt. Dabei wurde insbesondere darauf geachtet, 
die Kontrastwirkung des gelben Natriumlichtes, die insbesondere 
bei Verwendung einer Boraxperle sehr stark ist, auszuschalten. 
Auch dann tritt das blaue Leuchten auf, erscheint aber mehr 
griinlich-tiirkisblau, was ja auch die Fluoreszenzfarbe der euro- 


6) F. Urbach, D. Pearlman und H. Hemmendinger, J.O.S8. A. 36, 372, 1946. 

1) S. Freed und S. Katcoff, Physica, 14, 17, 1948. Diese wertvolle Arbeit 
gelangte erst zu unserer Kenntnis, nachdem unsere Untersuchung schon 
weit GE eee war. es 

8) K. Przibram, Wien. Anz. 1946, 99. Daselbst soll es in der Fu8note 2 
statt E. L. Nichols und D. T. Wilber, Phys. Rev. 17, 453, 1921 richtig heifen: 
E. L. Nichols und L. J. Boardman, J. 0. S. A. 20, 115, 1930. 
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piumhaltigen Boraxperlen ist, und das blaue Nachleuchten nach 
Entfernung aus der Flamme dauert nur Bruchteile einer Sekunde, 
ist aber ganz deutlich. Die Erregung des blauen Leuchtens 
scheint nicht wie bei Nichols und Boardman an Erhitzung in 
der reduzierenden Flamme gebunden; es war ja auch gezeigt 
worden, dafi Kuropium in verschiedenen Grundmaterialien auch 
ohne Zutritt von Flammengasen zur zweiwertigen Form reduziert 
werden kann, und dies gelingt auch in der sonst oxydierend 
wirkenden Gebliseflamme. Ob es sich bei diesem Leuchten in 
der Flamme um eine Lumineszenz oder um einen ganz extremen 
Fall von Selektivstrahlung handelt, bedarf noch einer weiteren 
Untersuchung. Es konnte durch Beobachtung des Leuchtens 
einer europiumhaltigen Boraxperle auf Platindraht durch blaue 
Glaser hinreichender Dicke hindurch festgestellt werden, da® 
die Intensitéit des blauen Leuchtens der Perle fast ebenso 
intensiv ist wie der blaue Anteil des Lichtes des gliihenden 
Pt-Drahtes, obwohl die Gesamthelligkeit der Perle verglichen 
mit jener des Pt-Drahtes ganz geringfiigig ist. Von den bisher 
untersuchten Elementen (Mn, Cu, Zn, La, Ce, Pr, Nd, Sm, Eu, 
Gd, Tb, Dy, Yb, Th) zeigt nur noch das Cerium in der Borax- 
perle ein blaues Flammenleuchten, wie ja eine solche Perle 
auch vor der Analysenlampe blau fluoresziert (M. Haitinger®)); 
nach unseren Aufnahmen liegt das Bandenmaximum dieser 
Ce-Fluoreszenz bei 457 mp. Nach Freed und Katcoff ahnelt 
das Ce III auch durch die sehr starke Absorption im Ultra- 
violett dem Eu Il, was die Deutung des blauen Flammenleuchtens 
als Selektivstrahlung méglich erscheinen aft. 


9) M. Haitinger, Wien. Ber. Ia, 142, 339, 1933. 
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Buchbesprechungen. 


Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung. Von 
A. Duschek und A. Hochrainer. In drei Teilen. I. Teil: Tensoralgebra. 
Zweite Auflage. Mit 26 Textabb., VI, 129 S. Wien: Springer-Verlag. 1948. 
S 27.—, sfr.12.—, $ 2.70. 

Da die erste Auflage in kurzer Zeit vergriffen war, ergab sich die 
Notwendigkeit einer zweiten. Beziiglich der Besprechung dieses Werkes 
verweisen wir auf das erste Heft unserer Zeitschrift, in welchem dariiber 
referiert und die Vorziige dieser Darstellungsweise gewiirdigt wurden. 

P. Urban, Graz. 


Lehrbuch der Physikalischen Chemie in elementarer Darstellung. 
Von J. Eggert. Siebente, verbesserte Auflage, mit einem Anhang, ge- 
meinsam bearbeitet von J. Eggert und L. Hock. Mit 176 Textabb., XIl, 
743 S. Ztirich: S. Hirzel-Verlag. 1948. (Vertretung fiir Osterreich: Star- 
Verlag, Wien.) S 78.—, geb. S 87.—. 


Die eben erschienene siebente Auflage des bekannten Lehrbuches stellt 
im wesentlichen einen unverinderten Abdruck der vorigen Auflage dar 
und ist nur um einen Anhang vermehrt worden. In Anbetracht, daf es 
sich hiebei um eines der weitverbreitetsten und beliebtesten Lehrbiicher 
der Physikalischen Chemie handelt, das schon gelegentlich der friiheren 
Auflagen des 6fteren besprochen wurde, wollen wir von einem Hinweis 
auf seine Vorziige hier absehen. Wir hoffen, daf das Werk eine seinem 
Rufe entsprechende Verbreitung finden mége. P. Urban, Graz. © 


Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen. Von 
P. Gombés. Mit 59 Textabb., VIII, 406 S. Wien: Springer-Verlag. 1949. 
S 186.—, geb. S 195.—; sfr. 80.—, geb. sfr. 85.—; $ 18.60, geb. $ 19.50. 


Die rasche Entwicklung der statistischen Theorie des Atoms laft es 
als zweckmaéfig erscheinen, eine zusammenfassende Darstellung dieses 
Zweiges der modernen Atomphysik zu geben. Der Autor, welcher auf 
diesem Gebiete vorwiegend. gearbeitet hat, ist bemiiht, eine Darstellung 
zu verwenden, die nur geringe Vorkenntnisse erfordert, um, wie er schreibt, 
es auch technischen Physikern oder Chemikern zu erméglichen, in die 
Theorie einzudringen. Ob dieses Ziel erreicht wird, sei dahingestellt; der 
Versuch muff jedenfalls anerkannt werden. Das Werk gliedert sich in einen 
allgemeinen und einen speziellen Teil. Kapitel I behandelt die allgemeinen 
Grundlagen, fiihrt den Leser in die Fermische Statistik ein und macht 
ihn mit dem Begriff des Elektronengases bekannt. Aufierdem wird die 
Wechselwirkung freier Elektronen behandelt und die Grundlage fiir die 
wellenmechanische Berechnung der Wechselwirkungsenergie gelegt. Im 
Kapitel II wird das statistische Modell nach Thomas und Fermi erértert, — 
wobei auch die Korrektionen von Fermi und Amaldi Erwahnung finden. 
Kapitel III behandelt die Erweiterungen des statistischen Modells durch 
Hinzunahme der Austauschkorrektion sowie verschiedene Modifikationen 
des Verfahrens. Das Kapitel IV ist der Stérungsrechnung gewidmet, und 
Kapitel V befa8t sich mit der Weiterentwicklung der statistischen Theorie 
durch die nichtstatische Behandlung des Elektronengases. Im speziellen — 
Teil findet zuerst im Kapitel VI das Atom weitgehendste Beriicksichtigung, — 
woselbst Ionisierungsenergien, Berechnung von Atomspektren, Polarisier-_ 


Buchbesprechungen. 131 


barkeiten und Streuvermégen sowie Bremsvermégen behandelt werden. 
Das Kapitel VII gibt eine allgemeine Ubersicht iiber die Behandlung der 
Molekiile, Kapitel VIII erértert die Verhiltnisse im Kristall und Kapitel IX 
behandelt die Materie unter hohem Druck. Im Anschluf daran werden in 
einem Anhang einige mathematische Methoden noch speziell behandelt, 
wie z. B. die Lésung der Thomas-Fermi-Gleichung, das W. K. B.-Verfahren, 
sowie die wichtigsten Zahlenwerte zusammengestellt. Ein ausfiihrliches 
Literaturverzeichnis sowie ein Namen- und Sachregister beschlieBen das 
Werk. Dafi auch die Ausgabe an sich sowie die Ausstattung durch den 
Springer-Verlag mustergiiltig und friedensmifig ist, braucht nicht besonders 
erwahnt zu werden. Das Buch stellt eine wesentliche Bereicherung der 
modernen Literatur der Quantenmechanik dar und kann wirmstens emp- 
fohlen werden. P. Urban, Graz. 


Integraltafel. Herausgegeben von W. Grébner und N. Hofreiter. I. Teil: 
Unbestimmte Integrale. VIII, 166 S. Wien und Innsbruck: Springer- 
Verlag. 1949. S 54.—, sfr. 23.50, $ 5.40. 


Die vorliegende Tafel vereint in gtinstiger Weise theoretisch exakte 
Ausfiihrlichkeit und praktisch handliche Ubersicht. Sie scheut die Aufzih- 
lung der einfachsten Fille ebensowenig wie die der verwickeltsten. Das 
Buch ist gegliedert in die drei Abschnitte: 1. rationale Integranden, 2. alge- 
braisch irrationale Integranden, 3. transzendente Integranden. Die Verfasser 
gehen vom Standpunkt der komplexen Funktionentheorie aus, die auch auf 
reelle Integrale ein aufklirendes Licht wirft. Kurze textliche Anleitungen 
und Betrachtungen der nétigen Transformationen erheben das Werk iiber 
den Rahmen einer reinen Formelsammlung. Dies macht sich besonders bei 
den im zweiten Abschnitt einbegriffenen elliptischen und hyperelliptischen 
Integralen geltend. Am Schlusse des dritten Abschnittes ist auch der 
WeierstraBschen wie der Jacobischen elliptischen Funktionen gedacht. 


Im ganzen gesagt, stellt dieses Buch — sowohl fiir den Theoretiker 
wie fiir den Praktiker — eine wertvolle Bereicherung auf dem Gebiete 
ahnlicher alterer Tafelwerke dar. A. Aigner, Graz. 


Kurze Anleitung zur qualitativen chemischen Analyse nach dem 
Schwefelnatriumgange. Von K. Hanofsky und P. Artmann. Vierte, 
villig umgearbeitete und vermehrte Auflage von P. Artmann. X, 155 S. 
Wien: F. Deuticke. 1949. S 20.—. 


Der Inhalt des Bindchens gliedert sich in zwei Abschnitte, deren 
erster eine ausfiihrliche, durch viele Tabellen bereicherte Anleitung zur 
Durehfiihrung von Vorpriifungen und Untersuchungen auf trockenem Wege 
enthilt. Der zweite Teil bringt (10 Seiten) erst den Trennungsgang nach 
der Schwefelnatriummethode und im Anschluf daran (130 S.) die Kinzel- 
reaktionen der Kationen und wichtigsten Anionen. Die sehr reichhaltige, 
kritisch getroffene Auswahl der Reaktionen ist in knappen Worten gehalten 
und dank leichtverstindlicher Abkiirzungen tibersichtlich angeordnet. Sehr 
angenehm beriihrt die exakte Definition von léslich, leicht léslich usw. 
durch Angabe von Grenzzahlen in g/L. Eine dazugehdrige Tabelle informiert 
tiber die Léslichkeit der bei Analysen hiufig vorkommenden Verbindungen. 

| Die Auswahl der Einzelreaktionen beriicksichtigt die letzten Ergebnisse 
und bringt zahlreiche mikrochemische Nachweise. Dieser Abschnitt macht 
| ‘das Biichlein zu einem wertvollen Helfer auch fiir jene Analytiker, die 
nicht nach dem Schwefelnatriumgange arbeiten. Zumal bei jeder Reaktion 
stérende Lésungspartner eingehend beriicksichtigt werden. 
Auch zahlreiche, weniger hiufige Elemente — sind recht griindlich 
_ (Kleindruck) behandelt. Die Beigabe einer ausfiihrlichen Tabelle, an Hand 

derer der Trennungsgang durchgefiihrt werden kann, wiirde meines Erach 
tens den Wert des Werkes noch erhéhen. 


9* 
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Ohne mit dem Urteil einen Entscheid pro und contra Na2S- oder 
H.S-Gang treffen zu wollen, kann das Biichlein wegen seiner klaren Schreib- 
weise, tibersichtlichen Gliederung und, am Umfang gemessen, erstaunlichen 
Reichhaltigkeit wirmstens empfohlen werden. H. Flaschka, Graz. 


Laufzeittheorie der Elektronenréhren. Von H. W. Kénig. Zweiter 
Teil: Kathodeneigenschaften, Vierpole. Mit 47 Textabb., IV, 144 8. 
Wien: Springer-Verlag. 1948. S 60.—, sfr. 28.—, $ 6.50. 

Die beim Betriebe von Elektronenréhren auftretenden Stéreffekte, der 
,Schrot-* und der ,Funkeleffekt“, werden vom Veriasser von einem ein- 
heitlichen und formalen Gesichtspunkt aus behandelt. In den ersten zwei 
Kapiteln des zweiten Bandes werden die dazu notwendigen Voraussetzungen 
gegeben und vor allem ein neues Raumladegesetz bei einheitlicher Elek- 
tronenaustrittsgeschwindigkeit aus der Kathode abgeleitet, welches bis auf 
das ,Anlaufgebiet* mit der Erfahrung gut iibereinstimmt. Die bei der 
Ableitung dieses Gesetzes zur Ausschaltung einer sich ergebenden Mehr- 
deutigkeit herangezogenen Minimalprinzipien der Mechanik diirften aber 
wohl hier nicht ganz zustindig sein, da die angefiihrten Prinzipien, streng- 
genommen, nur ,stationiire Zustiinde* auszeichnen und nicht notwendig 
Minimalcharakter besitzen. 

Im 2. Kapitel wird unter Beriicksichtigung des neuen Raumladegesetzes 
der Widerstand einer Diode erneut abgeleitet und der Hinflufi der von 
Null verschiedenen Elektronenaustrittsgeschwindigkeit eingehend diskutiert. 
Durch Einfiihrung zweier formaler Kenngréfien der Kathode, der Kathoden- 
giite und des Sattigungsmafes, kénnen alle Effekte, welche sonst nur durch 
komplizierte modellmifige Vorstellungen tiber die Kathode erklarbar sind, 
qualitativ und quantitativ mit der Erfahrung in Ubereinstimmung gebracht 
werden. Das nimliche gilt auch fiir die im 3. Kapitel behandelte Laufzeit- 
theorie des Schroteffektes, welche, vom mathematischen Standpunkt aus 
betrachtet, sich am besten den Untersuchungen iiber die ,.Laufstrecke“ des 
Drei-Kammer-Systems des ersten Bandes anschlieft. 

Im Gegensatz zu der modellmifiigen Vorstellung kann schlieBlich im 
letzten Kapitel der ,Funkelefiekt* formal véllig gleichwertig zum Schrot- 
effekt behandelt werden, wobei sich der letztere vom ersteren nur dure 
einen anderen Wert des Sattigungsmafes unterscheidet. 

Die im Anhang befindliche Formelsammlung sowie das eingeftigte 
Kapitel tiber die Vierpoltheorie tragen zur tibersichtlichen Gestaltung des 
Buches wesentlich bei. E. Ledinegg, Graz. 


Physical Chemistry. Von A. J. Mee. Dritte Auflage. Mit 212 Textabb., 
XIX, 782 S. London-Melbourne-Toronto: W. Heinemann Ltd. 1947. 20s. 


Die eben erschienene dritte Auflage des Werkes -fiir Physikalische 
Chemie stellt eine Erweiterung der friiheren Auflagen dar, deren Ergiinzung 
um die Theorie der Valenz und der chemischen Verbindung nach den neuen 
Gesichtspunkten der Quantentheorie schon notwendig geworden war. Auch 
in den anderen Belangen wurde das Werk korrigiert und auf den heutigen 
Stand gebracht. Hiedurch wurde der Umfang des Werkes etwas erweitert, 
was mit Riicksicht auf die Ausbildung der Studenten nur wiinschenswert 
sein kann. Das Buch hat den Zweck, die Studenten nach absolvierter 
Mittelschule mit dem Stoff der Physikalischen Chemie vertraut zu machen 


und ihnen ein gediegenes Wissen auf ihrem Fachgebiete zu verschaffen. — 


Das 1. Kapitel behandelt die Gesetze der chemischen Bindung, Kapitel 2 
und 3 die Atomstruktur, das Kapitel 4 die Valenz. Im 5. Kapitel wird die 


Theorie der Gase behandelt, das 6. Kapitel ist den Fliissigkeiten gewidmet 


und das 7. Kapitel behandelt den kristallinen Zustand. Weiter folgen dann 
in Kapitel 8 chemische Kinetik und Gleichgewichte, 9 die Phasenregel, 
10 und 11 die Theorie der Lisungen, 12 elektrische Leitung in Liésungen 
und Metallen, 13 Ionengleichgewichte, 14 Siuren, Basen und Salze, 15 Thermo- 
chemie, 16 Energie und chemische Reaktionen, 17 Kolloide und Oberflichen- 
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phénomen, 18 Katalyse, 19 Photochemie, 20 die Struktur einfacher Molekiile. 
Am Schluf dieses Werkes befinden sich Tabellen und schlieflich eine 
Logarithmentafel. Das Werk ist mit wunderschénen Abbildungen ausgestattet 
und stellt eine tibersichtliche und piadagogische Darstellung des gesamten 
Fachgebietes dar. A. Musil, Graz. 


Electricity and Magnetism. Von M. Nelkon. Mit 381 Textabb., VII, 431 S. 
London: E. Arnold & Co. 1948. Geb. 10s. 6d. net. 


Dieses Werk beschiiftigt sich hauptsichlich mit den klassischen Prinzi- 
pien der Elektrizitét und des Magnetismus und entwickelt die Begriffe des 
elektrischen Stromes in logischer Weise, nachdem zuerst die Elektrostatik 
behandelt wurde. Der Magnetismus wird einer Betrachtung unterzogen, 
nachdem die Wairmeeffekte und chemischen Effekte eines Stromes behandelt 
worden sind. Ferner wird noch die Thermoelektrizitit behandelt, die 
wichtigsten Einheiten und die Dimensionen der verwendeten physikalischen 
Gréfen und eine elementare Quantentheorie gegeben, welche sich auf die 
alte Bohrsche Betrachtungsweise stiitzt. Es wird auch auf die Bedeutung 
der Réntgenstrahlen zur Erforschung der Atomstruktur hingewiesen und 
auch das Prinzip der Photoelektrizitit erdrtert. Eine gro8e Anzahl von 
Aufgaben samt Lésungen dienen zur Einarbeitung in den Stoff und werden 
den Hérern eine willkommene Hilfe sein. P. Urban, Graz. 


Sound. A Physical Textbook. Von E. G. Richardson. Vierte Auflage. 
Mit 117 Abb., VII, 344 S. London: E. Arnold & Co. 1947. 


Dieses Lehrbuch der Akustik ist nach 20 Jahren 1947 in vierter Auflage 
erschienen und auf den neuesten Stand unseres Wissens gebracht; es ist 
fiir Studenten bestimmt, die vor ihren Abschlu®priifungen stehen, und setzt 
dementsprechende mathematische Kenntnisse voraus. Es ist aber auch 
gleichzeitig ein vorztigliches Hilfsmittel fiir jeden Experimentalphysiker, der 
sich in das Gebiet der Akustik einarbeiten will, da iiberall auf die ein- 
schligige Originalliteratur hingewiesen wird. Das Buch enthilt 12 Kapitel: 
I. Schallgeschwindigkeit; Il. Schwingende Systeme; III. Longitudinale und 
Torsions-Schwingungen in festen Kérpern; IV. Transversalschwingungen 
von Saiten und Stiben; V. Membranen und Platten; VI. Wirbelbildung und 
Strahlténe; VII. Luftsiiulen; VIII. Schallanalyse; IX. Akustische Impedanz; 
X. Ultraschall; XI. Physiologische Akustik; XII. Technische Anwendungen. 
Das Buch ist sehr sorgfiltig gearbeitet, klar geschrieben und zeigt, daf 
sein Autor ein ausgezeichneter Lehrer sein muf. H. Benndorf, Graz. 


High-Polymer Physics. A Symposium. Von H. A. Robinson. Mit Textabb., 
XIV, 572 S. New York: Remsen Press Division—Chemical Publishing Co., 
Ine. 1948. 
Das vorliegende Buch behandelt die Physik der hohen Polymere, 
teils vom theoretischen, teils vom experimentellen Standpunkt aus. Es 
teilt sich in vier Abschnitte: Die Bestimmung der Molekularstruktur der 
Polymere, ihre physikalischen und chemischen Eigenschaften und die ent- 
sprechenden Mefsinstrumente. Neben vielen Abbildungen sind besonders 


die ausfiihrlichen Literaturangaben zu jedem Abschnitt bemerkenswert. 
F. Schwarzl, Graz. 


Einfiihrung in die Gefiigekunde der geologischen Kérper. Von 

_B. Sander. In zwei Teilen. Erster Teil: Allgemeine Gefiigekunde 
und Arbeiten im Bereich Handstiick bis Profil. Mit 66 Textabb., 
_ X, 215 S. Wien und Innsbruck: Springer-Verlag. 1948. S 90.—, geb. S 96.—; 
sfr. 39.—, geb. sfr. 42.—; $ 9.—, geb. $ 9.60. 

Das neue Werk des Verfassers hat das Ziel, die in geologischen 
rpern vorhandenen und von ihnen im Laufe ihrer Entwicklung erworbenen 
efiige zu erfassen und sie einer geologischen Behandlung zugiinglich zu 
achen. 
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In den ersten Abschnitten bespricht der Verfasser die begrifflichen 
Grundlagen auf symmetrologisch-kinematischer Basis fiir die verschiedenen 
grundlegenden Typen von Gefiigen. Ohne daf§ in diesen Einfithrungsab- 
schnitten eine besondere Beziehung zu speziellen Gefiigen geologischer 
Korper gesucht wiirde, wird in dieser allgemeinen Fassung die Betrachtung 
fruchtbar fiir alle jene Fachgebiete, deren Aufgabe das Studium des Auf- 
baues und Verhaltens irgendwelcher K6rper ist. 

Erst im zweiten Teil wird auf spezielle Gefiigefragen bei geologischen 
Kérpern eingegangen, wobei Studienmethoden fiir gréfere Gesteinsbereiche 
(Handstiick bis Profil) angegeben werden. Der Tektoniker, der seine Beob- 
achtungen und Schluffolgerungen auf eine besser fundierte und gesicherte 
analytische Basis aufbauen soll, findet hier eine, wenn auch schwierig 
lesbare Einfiihrung und Zusammenfassung dieser an Bedeutung stetig zu- 
nehmenden Arbeitsrichtung, fiir die in der bisherigen Literatur nur wenig 
Vorarbeit existiert. 

Ein zweiter, schon angekiindigter Band soll die Korngefiige, wesentlich 
der kristallinen Schiefer, behandeln. 

Das Buch Sanders ist nicht fiir den Anfinger bestimmt. Es macht, 
der Schwierigkeit seines Stoffes entsprechend, hinsichtlich Erfahrung und 
Koénnen des Lesers viele Voraussetzungen. Die schwierige Sprache des 
Textes kommt dem Leser nur wenig entgegen, was in Anbetracht der 
Wichtigkeit gefiigekundlicher Studien fiir die Geologie und andere Fach- 
gebiete zu bedauern ist, da hiedurch viel Anreiz fiir die Lektiire dieses 
gleichwohl fundamental wichtigen Werkes verlorengeht. K. Metz, Graz. 


Kernphysik und Medizin. Von G. Schubert. Zweite Auflage. Mit 
53 Abb., 354 S. Gdéttingen: Verlag Muster-Schmidt KG. 1948. 


Die nunmehr vorliegende zweite Auflage des bekannten Werkes soll 
die wiihrend des Krieges gefundenen Forschungsergebnisse auf dem Gebiete 
der Atomphysik, respektive Kernphysik in ihrer Anwendung auf die Medizin 
und Biologie den jungen Arzten niaherbringen. Es ist heute sicher, daf 
die neugewonnenen Erkenntnisse der modernen Physik die experimentelle 
und praktische Medizin wesentlich bereichern werden. Das_ vorliegende 
Werk soll eine Einfiihrung-in diese Gedankengiinge bieten, und zwar in 
erster Linie fiir den Arzt, der sich aus praktischem Interesse einen Uber- 
blick iiber die Bedeutung moderner physikalischer Forschung verschaffen 
will. Zur Erleichterung des Verstaéndnisses wird eine kurze Darstellung 
der Kernphysik vorangestellt. Im medizinisch-biologischen Teil findet 
auBerdem die Verkniipfung der Atomphysik mit der theoretischen und 
experimentellen Strahlenbiologie eine angemessene Wiirdigung. Die Abhand-. 
lung wendet sich aber auch an den Physiker, um bei ihm Verstindnis fiir 
die biologischen und frztlichen Problemstellungen zu erwecken. An den 
Beispielen moderner genetischer Vorstellungen soll ihm gezeigt werden, 
da® eine physikalische Analyse biologischer Elementarvorgiinge Zusammen- 
hinge des Lebendigen aufdecken kann, von deren Tiefe man noch vor 
kurzer Zeit nichts ahnen konnte. Das Werk wendet sich aber auch an den 
Studenten der Medizin, um seinen Blick auf exakte naturwissenschaftliche 
Methodik zu lenken. 

Das Buch kann daher allen Interessenten auf das wirmste empfohlen 
werden und hat auch rein duferlich eine fiir die Nachkriegsverhiltniss 
nette Ausstattung. F, Spath, Graz. 


Multiple-Beam Interferometry of Surfaces and Films. Von S. 
pore! Mit 113 Textabb., VIII, 187 S. Oxford: At the Clarendon Press. 


Dieses Buch ist der erste Band einer neu erscheinenden Reihe vo 
Monographien, betitelt ,Monographs on the physics and chemistry 
materials‘. Es enthalt eine eingehende Beschreibung von interferome 
schen Methoden, die der Verfasser (Prof. d. Physik a. d. Univ. London) s 
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1942 entwickelt hat, um die Topographie von Oberflichen und diinnen 
Filmen zu untersuchen. Schon in dieser kurzen Zeit ist es dem Verfasser 
gelungen, wertvolle Ergebnisse beim Studium von Kristalloberflichen, tiber 
den Mechanismus der Spaltung von Glimmerblittchen sowie ihrer optischen 
und dielektrischen Eigenschaften, der optischen Eigenschaften diinnster 
Metallschichten usw. zu erhalten. Er hat Vergréferungen bis zu 500.000 
erreicht und Schichtendicken bis zu 5 AE. gemessen. 

Die auferordentliche Einfachheit dieser optischen Methoden, verglichen 
mit dem Elektronenmikroskop, wird dessen Verwendung in manchen Fiillen 
tiberfliissig machen. Da die vom Verfasser ausgearbeitete Methode vielfach 
fiir Chemiker, Kristallographen, Kristallphysiker und Metallurgen von Wert 
sein kann, wendet sich das Buch nicht an den optischen Spezialisten, 
sondern enthalt einfiihrende Kapitel iiber die Theorie der optischen Inter- 
ferenzerscheinungen. Fiir den Experimentalphysiker wird besonders das 
Kapitel tiber die Versilberungstechnik von Interesse-sein. Eine grofe Zahl 
schéner Abbildungen der erhaltenen Interferenzfiguren gibt ein anschau- 
liches Bild der Verwendungsméglichkeiten dieser Methode. 

H. Benndorf, Graz. 


Energie aus der Luftwirme. Von A. Urach. Mit 2 Abb.-Tafeln, 16 S. 
Wien: R. Geist. 1948. 


Der Verfasser obiger Broschiire vergleicht zwei Kreisprozesse und 
nimmt von dem ersteren die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes an; die 
Maschine, welche dem zweiten Kreisprozef entspricht, unterscheidet sich 
dabei im wesentlichen von der ersteren durch den Einbau eines zusitz- 
lichen Schwungrades, welches, wie der Verfasser qualitativ zu beweisen 
versucht, die Energiebilanz derart beeinfluit, daf das Entropiegesetz durch- 
brochen wird. Die sich daraus ergebenden Konsequenzen fiihren zu einer 
utopischen Warmepumpe, welche ohne 4ufere Arbeitsleistung aus einem 
Warmereservoir (Luft) Arbeit, bzw. deren Warmeiquivalent gewinnt. 

Es braucht wohl nicht ausdriicklich bemerkt zu “werden, dai der 
Verfasser in seinen qualitativen Abschatzungen schon die Ungiiltigkeit des 
zweiten Hauptsatzes implicite hineinnimmt, so daf} seine Ergebnisse nicht 
wundernehmen diirfen. E. Ledinegg, Graz. 


The Microscope. Its Theory and Applications. Von J. H. Wredden. With 
a Historical Introduction. Von W. EF. Watson-Baker. Mit XI und 298 Abb., 
XXIV, 296 S. London: J. & A. Churchill Ltd. 1947. 

Das vorliegende, sehr ausfiihrliche Buch enthalt nach einer histori- 
schen Ubersicht die Grundbegriffe der Optik und dann eine eingehende 
Beschreibung des modernen Mikroskops und seiner Abarten. Ferner wird 
die Arbeitstechnik genau erlaéutert, so daf§ das Buch fiir jeden Praktiker 
auf diesem Gebiete von grofier Wichtigkeit sein wird. Besonders erwaihnens- 


wert sind die vielen Abbildungen, die die Lektiire angenehm machen. 
—. F. Schwarzl, Graz. 


ferausgeber, Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien 1; Mélkerbastei 5. — Fir den 
alt verantwortlich: Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat 
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e Acta Physica Austriaca, Band 3, Heft 4 


Fortsetzung von der II, Umschlagseite 


Inhaltsiibersicht: Der Abhandlung vorangestellt wird eine zusammenfassende Inhaltsiibersicht 
in Kleindruck. Sie dient als einfithrender erster Wherblick fiir den Leser und als Vorlage fiir die 
Referenten der Referatenblatter. Die Ubersicht soll trotz gedringter Darstellung alles enthalten, 
was der Verfasser an seiner Arbeit in bezug auf Problemstellung, Methodik und Ergebnisse fiir 
unerlaflich zu ihrer Beurteilung halt. Zu einer Beurteilung auch durch den Nichtfachmann! 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefibrt sein, da fiir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist 
zu beschriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text 

* erméglichen. Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr. ... kenntlich gemacht, an der gewiinschten 
Stelle des Textes einzufiigen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das - 
zwecks Vermeidung von lastigen Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekenn- 
zeichnet sein soll, beizulegen. Man vergesse nicht, daf Figurenwiedergabe und Cok erste Tang 
zwei gesonderte Arbeitse’inge sind, die erst nach der ersten Korrektur zusammenlaufen. ; 


Tabellen: Die Ubersichtlichkeit einer Tabelle und damit das Erreichen ihres Zweckes kann 
sehr geférdert werden durch, Sorgfalt in der Wahl der Uberschriften sowohl fir die Tabelle als t 
Ganzes, als fiir die einzelnen Zeilen und Kolonnen. Die gewahlten Einheiten miissen klar . 
ersichtlich, die Abkiirzungen verstiindlich sein. 

Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und hilt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhiltnismabig 
-,  grofen Aufwand an Mehrarbeit. Unverhaltnismifig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der 
Verfasser hat, wenn er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmifSverstandlich schreibt, 
bzw. malt. — Die Formelzeichen sollen woméglich den AEF-Normen entsprechen oder den in 
den beiden Handbiichern \ der Physik verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Lingere 
mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls in einem mathematischen Anhang zusammen- 
gestellt werden; soweit gekiirzt, da’ der Fachmann den Rechengang iibersehen und eventuell 
kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzuwenden, also (a+b) | ¢ 


“¢ é 
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statt one oder e oles statte *&T, % [ bg Ai eae : las ne 

= : Zitate gbanee wie Anmerkungen werden als Fufnoten mit durch die Arbeit (orttautender Sy 

_ Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unndtiger Wieder- 


a 3 holungen) gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): 
A. J. Dempster, Nature 136, 180 (1935). Um Einheitlichkeit in den Abkirzungen der’ pele bar aN 
: _zitate zu erreichen, ist die Herausgabe eines Verzeichnisses geplant. . > saga ee 


- Korrekturen. Grundeatz muf angesichts der schwierigen Verbiltnisse in der ganzen Denke ay 
legung sein, daft sich der Autor, der seine Abhandlung verdffentlicht sehen will, stillschweigend de See ‘ 
verpflichtet, ebensoviel Sorgfalt, wie er fiir Literaturstudium, Rechnungen, Beobachtungen auf- s : 
_wendet, auch fiir. die Niederschrift seiner Ergebnisse und die anschlieBende Korrekturarbeit aufzu- 

_bringen; auch dann, wenn er seine Interessen bereits wieder anderen Problemen zugewendet hat. 
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Erscheinungen der Interferenzpunktstreuung und der kantigen 
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